Espaces préhilbertiens [77]

[77.1]
@ SiA e M, (K)etrg A =p,alors la matrice A est inversible.
Donc

Ax=yo = A "(Ax) =A "y
— x=A"y,.

Cela prouve que I'équation Ax = yo admet une seule solution et
que cette solution est A~ yo.

[77.3]

@ Le rang d'une matrice A € M, ,(K) est toujours majoré
par min{n, p}. Comme on suppose ici que rg A = p, il faut donc
que n > p et on ne distingue que deux possibilités.

— Sin = p, on est ramené au cas [77.1].

— Sin > p, alors le rang de A est strictement inférieur au
nombre de lignes (c’est-a-dire a la dimension de 'espace
d’arrivée), ce qui montre que A n’est pas surjective.

1. En notant Cy, ..., C;, les colonnes de la matrice A et en

considérant la colonne

X1

P
X = -, on a AX = Zkak
X k=1

P

et par conséquent

P
X eKerA < ) xC=0.
k=1

Autrement dit : les vecteurs du noyau de A correspondent aux
relations de liaison entre les colonnes de A.

Comme on suppose ici que les colonnes de A sont linéai-
rement indépendantes, la matrice A est injective et I'équation
Ax = yo admet donc au plus une solution.

Plus précisément,

— siyo € ImA, alors I'équation Ax = yo admet exacte-

ment une solution;

— siyp € Im A, alors I'équation Ax = yp n’a pas de solu-

tion.
a Nous nous donnons pour objectif de définir une "solution
alternative" avec le cahier des charges suivant :

— quel que soit yo € F, I'équation Ax = yo admet une, et

une seule, solution alternative;

— si I'équation Ax = yo admet une solution, la solution

alternative doit coincider avec la solution "normale";

— si I’équation Ax = yo n’admet pas de solution, la solu-

tion alternative doit étre une alternative "raisonnable” (il
ne serait pas raisonnable de convenir que la solution al-
ternative serait le vecteur nul indépendamment du vec-
teur yo considéré).

2. Comme Im A est un espace de dimension finie, la projec-
tion orthogonale sur Im A est bien définie. On peut donc consi-
dérer le projeté orthogonal zy du vecteur yo sur Im A.

. Par définition, on a

zo € ImA et yo—zoE(ImA)L.



On déduit alors du Théoreme de Pythagore que

2
VzeImA, |yo —z||2 = H (Yo —z0) + (zo — 2) H
~_——  ——
c(ImA)L €Ilm A
2 2
= [[yo — zo||” + [lzo — Z|| ()

> [lyo — zol?

et comme zy € Im A, ce minorant est en fait le minimum :
lyo — 2ol = min, [lyo —z]l.

a Comme zp € ImA et que A est injective, il existe un unique

vecteur xg € E tel que zp = Axo.

On déduit en outre de (x) que le minimum est atteint seule-
ment pour z = zp.

Par conséquent, il existe un, et un seul, vecteur xo € E tel
que

lyo — Axoll = min [yo — Ax]|-
x€E

REMARQUE.— Siyp € Im A, alors il existe un, et un seul, vecteur
ug € E tel que Aug = yo. Mais, dans ce cas, on a zog = yo = Aug
et donc xo = up : si I'équation admet une solution uy "au sens
classique”, la solution x¢ "au sens des moindres carrés" est égale
a Up.

3. Par définition du projeté orthogonal, le vecteur yo —zo =
Yo — Axo est orthogonal au sous-espace Im A. Par conséquent,

YueE, (Aulyo—Axo) =0.
Par définition du produit scalaire canonique sur 9, 1 (RR),
<Au|yo - AXO > = (AU.)T.(yO - AXo)
=u".AT(yo — Axo)
= (1A (yo — Axo)).

Cela prouve que le vecteur AT (yo — Axo) est orthogonal a tout
vecteur u € E et donc qu’il est nul :

AT(yo —Axe) =0

et donc
ATyo = AT.Axo.

@ Réciproquement, supposons que AT.Ax = ATy. Il est alors
clair que
Ax € ImA (1)

et que AT.(Ax —yo) = 0. Par conséquent, pour tout u € E,
0=u".AT.(Ax —yo) = (Au) " .(Ax —yo) = (Au|Ax —yo)

c’est-a-dire
VzeImA, (z|Ax—yo) =0

ou encore
Ax —yo € (ImA)™. *)

Les propriétés (1) et (}) prouvent que Ax est le projeté orthogo-
nal du vecteur yo sur le sous-espace Im A et donc, comme on l'a
prouvé plus haut, que x = xo.

@ Ainsi, I'équation AT.Ax = ATy, admet le vecteur xo pour
unique solution.



4. Comme A € My, ,(R), alors AT € M, 1 (R), donc
AT.A €M, (R)

est une matrice carrée.
@ SiAT.Ax =0, alors

|AX]]? = (Ax)T.(Ax) = (x .AT)Ax =x".(AT.Ax) = 0.

Par conséquent, Ax = 0 et comme A est injective, on en déduit
que x = 0.
Ainsi, la matrice carrée AT.A est injective et donc (Théo-
réme du rang) inversible.
#  Dans ces conditions,

ATAx=ATy, <= x=(AT.A)TAT y,.

La solution "au sens des moindres carrés” de I'équation Ax = yo
peut donc étre calculée directement par la résolution d'un sys-
téme de Cramer.



