RMS 2022 [1177]

On considere le systeme différentiel

x' = y-—z
y' = —x +z (S)
zZ/= x—y

avec les conditions x(0) = 1 et y(0) = z(0) = 0. @ Discuter l'existence et
l'unicité des solutions de (S). @ On suppose que (x,y, z) est une solution de (S).
Démontrer que les fonctions x +y + z et x> +y? + z? sont constantes. Que
peut-on en déduire pour la trajectoire ? @ Résoudre le systeme (S).

a Le systeme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d'une équation différen-
tielle linéaire homogene du premier ordre a coefficients constants sous forme
résoluble :

0 1T -1
VteR, X'(t)=AX(t) avec A=[-1 0 1
1 -1 0

Comme I = IR est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure
que, pour la condition initiale particuliere

(t = O)X(O) = (])O)O)))
le systeme (S) admet une, et une seule, solution.

@ En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de
classe ¢! sur 1), les fonctions f = x +y + z et g = x* +y? + z* sont de classe
%" et, d’apres (S),

VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+z't)=0
g'(t) = 2(x()x'(t) + y(hy'(t) + z(t)z'(t)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle I.
D’apres la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
La trajectoire
M= {(x(t),y(t),z(1)), t e R}

est donc contenue dans l'intersection du plan affine d’équation [x +y +z = 1]
et de la sphere d’équation [x* +y? + z% = 1] : elle est donc contenue dans un
cercle.

REMARQUE.— Il est trop t6t pour établir que 1'inclusion réciproque est vraie.

@ Variantes
» Si AX = AX, alors A™X = A™X pour tout entier n € IN et par conséquent,

Il est clair que le second membre tend vers e*' - X. Comme l'application
M — MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension
finie), on déduit du théoreme de composition des limites que

lim (Mn.X):( lim Mn).X

N—+4o00 N—+o00



et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA) -X= e X,
Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme
1 1 1)-A=(0 0 0)=0-(1 1 1),
alors
VteR, f(t)=(1 1 1)-X(t)
=(1 1 1)-exp(tA)-X(0)
e
f

Ot (1 1 1)-X(0)
(0)=1.

» On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) ".X(t).
> On en déduit que

VteR, g¢'(t)=[X(0)] Xt +Xt)T.X(t)
— [AX()] " X(t) +X(1)TAX()
=X(t)".(—A)X(t) + X() T.AX(t) =0

puisque la matrice A est anti-symétrique.

> Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0),
alors

VteR, X(t)T.X(t)=X(0)".[exp(tA)]".exp(tA).X(0)
(0)".exp(tAT).exp(tA).X(0)

(0)".exp(0,).X(0) = X(0) ".X(0)

X
X

ce qui prouve que l’expression g(t) = X(t) ".X(t) est bien indépendante de t.
@ La matrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans
M3 (R) mais elle I'est dans M3 (C) (un peu de culture mathématique ne peut
pas nuire).
Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polynome
minimal de A pour en déduire I'expression générale des puissances de A.

» On vérifie sans peine que
-2 1 1
AZ=11 =2 1 etque A% =-3A.
11 =2
On en déduit (de proche en proche, par titonnements) que
VpeN, AT =(-3)PA etque VpeN*, A% =(-3)P 'A%

REMARQUE.— Le polyndme X3 +3X = X(X? 4 3) est un polyndme annulateur
de A, c’est méme son polyndme minimal et son polynéme caractéristique —
mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que
+oo 3)P— 142p 100 (2 \p42p+1
VteR, exp(tA) —13+< t )-Aer( %)A
o = (2p+1)!
+too  1yp 2p+1
:13+1-( ()P(/3Y )_A
3 = 2p+1)!
1 (*“’ (—1)P(x/§t)2P) 2
. A
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En tenant compte de la condition initiale,

5 -2 0
X(t):%~ (—1) +\E- [COS\E’C‘\}E' ( 1 ) +sin\/§t.\1ﬁ. (_1)]
-1 1 1

pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires
et orthogonaux, on reconnait bien le paramétrage d"un cercle de rayon /2/; et
de centre % - (5,—1,—1).

On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x+y+z = 1].



