Lycée Pierre CORNEILLE MP
ANNEE SCOLAIRE 2020/2021

Composition de Mathématiques
Le 27 janvier 2021 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

| Partie commune

U | — Probléme 0 2.c. Démontrer que

Soit X, une variable aléatoire discreéte définie sur un
espace probabilisé (Q,.A,P). On suppose que cette va-
riable aléatoire est bornée : il existe donc un réel M tel que

M
V1<i<n, P<|X1|<;>_1.

VweQ, [X(w)]<M. 2.d. Démontrer que E(X3) < M puis que V(X) < M.
1. La variable aléatoire X est-elle d’espérance finie? 3. Onsuppose maintenant que la variable aléatoire X est
Admet-elle un moment d’ordre deux ? indéfiniment divisible au sens o1, pour tout entiern > 2,

2. Dans un premier temps, un entier n > 2 est fixé et on il existe des variables aléatoires discretes Xn 1, ..., Xn n dé-
suppose qu'il existe n variables aléatoires discrétes, indé- ~ finies sur (Q, A, P), indépendantes, de méme loi et telles
pendantes et de méme loi, définies sur I'espace probabilisé ~ que la somme

(Q, A, P), telles que la somme S, = X1 +- - -+ X, ait méme X1+ +Xnm
loi que X.
2.a. Démontrer que ait méme loi que X.
M 3.a. Appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a X.
ﬂ {Xi - ?} 3.b. Endéduire que
1<ign
est un événement, puis qu’il est négligeable. P (X = E(X)) =1

2.b. En déduire que
en considérant les événements A,, = [|[X — E(X)| > 1/,.].

. M
visism P <Xi - ;) =0 Que signifie cette propriété ?

O Il — Probleme (]

On considere un espace probabilisé (Q, A, P) sur lequel sont définies trois variables aléatoires X, Y et Y a valeurs
dans E = {0;1}.

On suppose que X suit la loi de Bernoulli #(p) avec 0 < p < 1. On suppose de plus que les variables aléatoires Y;
et Y, sont conditionnellement indépendantes sachant X au sens ot :

Veo,e1,€2 € E, Pix—eo1(Y1 = €1, Y2 = €2) = Pix—e 1 (Y1 = €1) - Pix—¢ (Y2 = €2). 1)
On suppose enfin que

Px—11(Y1 =1) =Px_1(Y2 =1) =1, ()
Pix—0j(Y1 =1)=Px_o(Y2=1) = /. 3)

Pourquoi les relations (2) et (3) ont-elles un sens ?

Quelle est la loi de Y; ? celle de Y3 ?

Les variables aléatoires X et Y7 sont-elles indépendantes ?

Les variables aléatoires Y7 et Y, sont-elles indépendantes ? (Considérer les événements [Y; = 1] et [Y, = 1].)
Calculer la probabilité P(X = 1), puis les probabilités conditionnelles Py, —11(X = 1) et Py, 1 y,—11(X =1).

Gl R
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6. On dispose d'un sac contenant 100 dés cubiques, dont 25 sont truqués. On admet que la probabilité d’obtenir 6 en

langant un dé truqué est égale a 1/>.

On choisit un dé au hasard, en se demandant s’il est truqué. On lance ce dé et on obtient 6. On lance a nouveau ce

dé et on obtient encore 6.
Que penser de cela?

Piste rouge (Centrale PC)

U 1l — Probléeme 0]

Dans ce probleme, on consideére un espace probabilisé
(Q, A, P) et une variable aléatoire discrete

X:Q—E

définie sur (Q, A, P), a valeurs dans une partie dénom-
brable E C R. On supposera connue une énumération de
cette partie :

E = {xn, n € N}

et on notera

YynelN, a,=PX=xy.).

L’objectif de ce probleme est d’étudier la fonction
ox :R—C
définie par
VteR, @x(t)=E(e'X).

Partie A.

1. Démontrer que la série ) a, converge et que sa
somme est égale a 1.

2. Démontrer que la série Y ane'™ est absolument
convergente pour tout t € IR.

3. En déduire que @x est bien définie sur R, que

Premiéres propriétés

+oo
VteR, ox(t)= Z anpett*n
n=0

et que @x est continue sur R.
4. Exprimer @x(—t) en fonction de @x(t). Que peut-on
en déduire si la fonction @x est paire?

Partie B. Image de ¢x
Pour (a,b) € R?, on note
a+bZ={a+bk, k€Z}.
5. Démontrer que
VteR, |ox(t)]<T.

6. Dans cette question, on suppose qu’il existe a € R et
to € R* tels que

2
ECa+ —T[Z.
to
Démontrer que ‘(px(to)‘ =1.

7. Réciproquement, nous supposons maintenant qu’il
existe to € R* tel que

lox(to)| =1.

7.a. Démontrer qu’il existe a € R tel que
+o0
Z an exp[i(toxn — toa)] = 1.
n=0
7.b. Endéduire que
+oo
Z an [T —cos(toxn — toa)] =0.
n=0
7.c.  Démontrer pour tout n € IN I'alternative suivante :
— oubien a, =0,
— oubienx, € a+ %—:Z.
7.d. Endéduire que

P(Xea+ %Z) —1.

Partie C.

L’objectif de cette partie est de montrer que, comme
son nom l'indique, la fonction caractéristique de X caracté-
rise la loi de X.

On note sing, la fonction sinus cardinal, définie par

Fonction caractéristique et loi de X

sin x

sinc0=1 et VxeRY sincx:T.

On admet que sinc est continue sur R et que
VxR, Isincx| < 1.

On fixe un réel m. Pour tout T > 0, on pose

1 (7 .
vmm:ﬁj ox(t)e ™ dt

-T
ainsi que, pour toutn € N,
gn(T) = sinc((xn —mM)T) - P(X = xp).

8. Démontrer que
+o00
VT>0, Vi(T)=) gn(T).
n=0

9. Démontrer que la fonction Vi, est continue sur R .
10. Démontrer que chaque fonction g, tend vers une li-
mite finie au voisinage de +oo.

11. Démontrer que

Iim Vi (T)=P(X=m).

T—+4o00

12. Onsuppose que X : O — RetY : O — R sont deux
variables aléatoires discretes telles que

VieR, ox(t)=ev(t).
Démontrer que
VvmeR, P(X=m)=P(Y=m).

Comment interpréter ce résultat ?
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Piste noire (Centrale MP) ‘

0 IV — Probléeme 0

On considére ici une variable aléatoire X définie sur
un espace probabilisé (Q, A, P), a valeurs dans R et telle
que

P(X=0)>0.

Sa fonction génératrice est notée Gx.
1. Démontrer qu’il existe une unique suite réelle (A;)i>1
telle que

k
VkeN', kP(X=k) =) j\P(X=k—j).
j=1

2. Pour k € N*, démontrer que
K1
M| PX=0) <P(X=K)+ ) NIP(X=k—j)
j=1

puis que
k1
1M¢HX=m<U—Pm=on(j+§]M)

j=1

3. Démontrer que

. 1

N* 1 | < s—-
Vke N, +;7\] FX= 0%

4. On note p(X), le rayon de convergence de la série en-
tiere 3 A t*. Démontrer que
p(X) = P(X=0).

5. Pour tout réel t € ]—p(X), p(X)[, on pose

+oo
Hx(t) =tmP(X=0)+ ) At
k=1

5.a. Démontrer que
Vtel-p(X),p(X)[, Gx(t) =Hx(t)Gx(t).

5.b. En déduire I'expression de Hx(t) en fonction de la
fonction génératrice Gx (t).

O V — Probléeme (]

Partie A.

Soient X et Y, deux variables aléatoires discrétes défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans N.
Les fonctions génératrices de X et Y sont notées Gx et Gy
respectivement.

1. Démontrer que [X # Y] est un événement.
2. Soient A et B, deux événements.

Démontrer que les probabilités P(ANB¢) et P(A°NB)

sont bien définies, puis que

|P(A)—P(B)| < P(ANBS) + P(A° N B).
3. Endéduire que

Vie [-1,1, [Gx(t)—Gy(t)| <2P(X#Y).

Partie B.

Soit (Ux)k>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur l'espace probabilisé (Q,.4,P), indépendantes, a
valeurs dans N et telles que la série } P(Ux # 0) soit
convergente.

On note N’ = N U {+oo}.

4. Démontrer que I'ensemble N’ est dénombrable. Est-il
contenu dans R ?
5. Pour tout entier n € N*, on pose

Démontrer que (Zn)n>1 est une suite décroissante d’évé-
nements et que

Zn={weO:3Ik=n,

lim P(Z,) = 0.

n—-+oo

6. On consideére l'application W : QO — N’ définie par

YweQ, W(w) :#{k e N* : Ux(w) # 0}.

Démontrer que W est une variable aléatoire discrete et que
P(W = +o0) = 0.

7. Pourtoutn € N*, onpose S, = Uj +---+ U, et, pour
tout w € Q, on pose

S(w) = Y Uy(w)
k=1

si la série ) Uy (w) converge et S(w) = 400 dans le cas
contraire.
On pose enfin

+o00
Vtelo,1], G(t) = Z P(S =1)th.
1=0

7.a. Démontrer que S, est une variable aléatoire a va-
leurs dans N pour tout n € N*.

7.b. Démontrer que S est une variable aléatoire a va-
leurs dans N’ et que [S € NJ est un événement presque
str.

7.c.  Démontrer que G est continue sur le segment [0, 1]
et de classe € *° sur 'intervalle [0, 1.

7.d. Pour tout n € N*, on note G,,, la fonction de ré-
partition de Sy,. Démontrer que la suite (G, )n>1 converge
uniformément sur [0, 1] vers G.



MP Composition du 27 janvier 2021

Solution | [0 Variables bornées
indéfiniment divisibles

1. Une variable aléatoire bornée admet des moments de
tout ordre, en particulier d’ordre deux, mais aussi d’ordre
un : c’est donc une variable aléatoire d’espérance finie et
sa variance est bien définie.

2.a. Comme X; est une variable aléatoire sur (Q,.4) a
valeurs réelles, alors

VaecR, [Xi>acA

Comme A est une tribu, elle est stable par intersection finie
ou dénombrable, donc

et donc, en sommant ces inégalités,
Salw) =Xg(w)+ -+ Xn(w) > M.
On a ainsi démontré que
B C [Sn > M]

et donc que
0<P(B)<P(S,>M)
par croissance de P.
Or S, et X ont méme loi, donc
PSS, >M)=P(X>M)=0
puisque

X>M]cC[XI<SM]*=Q° =g2.

L’événement B est donc négligeable.

REMARQUE.— On ne peut pas démontrer que B est im-
possible, seulement que B est négligeable : on sait en effet
que Sy, et X ont méme loi, mais rien ne nous assure que
les fonctions Sy, et X soient égales. Il se pourrait donc que
Sn prit des valeurs strictement supérieures a M (mais avec
une probabilité nulle, bien entenduy).

2.b. Comme les variables aléatoires X; sont indépen-
dantes et de méme loi,

N > 3]) =Pl D))"

I<ign

V1<k<n, P(

et donc, puisque cette probabilité est nulle,
M
vi<k<n, P(Xe> =) =0
0 Par passage au complémentaire, on en déduit que

V1<i<n, P(Xig%)zl

2.c. Onraisonne de méme sur 1’'événement
-M
c= [ <]
et on en déduit pareillement que
-M

Une intersection finie (voire dénombrable) d’événe-
ments presque sirs est encore un événement presque sir,
donc I'événement

M -M M
[Xi < —} N {Xi > —} = {‘Xi‘ < —}
n n n

est presque str (pour tout 1 <1i < n).
2.d. Comme l'application [x — x?] est strictement crois-
sante sur R,
M M?
xi1< =] =[x < =5 ]
n n

et d’apres la question précédente,
MZ
P(X3<5)=1.
1T le
Les inégalités presque stires sont conservées par l'espé-

rance, donc

MZ

Vi<ig<n, EX))<—.
T

0 Comme X et S, ont méme loi, alors V(X) = V(Sn).
Comme S, est la somme de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi,

n

V(Sn) =) VI(Xi) =nV(X;)

i=1
et d’apres Koenig-Huyghens,
V(X1) = E(X]) — [E(X)]? < E(XD),
Finalement

V(X) =V(Sn) =nV(Xy) < MTZ

3.a. Comme X admet un moment d’ordre deux,

V(X)

oz

Va>0, P(X—EX)|>a)<
3.b. Les hypotheses de la question 2. sont ici vérifiées
pour tout entier n > 2.
D’apres 2.d.,

2

Vi) < X
n
et d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev rappelée a
la question précédente,
MZ

P(X—EX)|>«) <

Voc>0,Vn>2, n—(xz.
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Cette inégalité large étant vérifiée pour toutn > 2, on peut | ment négligeable). Or
faire tendre n vers +oo pour obtenir :
>
Ya>0, P(X—EX)|>a)=0 weB = Vn=>2 wiAs ]
ce qui prouve que tous les événements A, sont négli- = Vn =2, |X(w) - E(X)‘ < n
geables. = |[X(w)—EX)|=0
0 Une union dénombrable d’événements négligeables
fos J A — X(w) =E(X).
est encore un événement négligeable, donc I'événement
¢ On a donc bien démontré que la variable aléatoire X était
B=(|JAn) =[)As - .
presque stirement constante :
n>2 n>2
est presque sir (en tant que complémentaire d’un événe- P(X=E(X)) =1.
Solution Il 00 Lois conditionnelles

1. Par hypothese, P(X = 1) = p et, par conséquent,
PX=0)=1-PX=1)=1-p.

Comme 0 < p < 1, ni I'événement [X = 1], ni I'événement [X = 0] n’est négligeable et les probabilités conditionnelles
(2) et (3) ont bien un sens.
2. Comme Y; est une variable aléatoire a valeurs dans {0; 1}, sa loi est une loi de Bernoulli, qui est donc caractérisée
par son parametre P(Y; =1).

Comme X est une variable aléatoire de Bernoulli, le couple ([X = 0], [X = 1]) est un systeme complet d’événements.
D’apres la Formule des probabilités totales,

PYi=1)=PY1=1|X=1)PX=1)+P(Y1=1[X=0)P(X=0)

et donc | 1
_n_P —pP_ P
P(Y]—])—2+—6 e
O D’apres (2) et (3), la loi de Y, est la méme que la loi de Y;.
3. Parhypothese, P(X =1) =p € 0,1 et

D’apres la question précédente,

Si X et Y; étaient indépendantes, alors on aurait

E_EX2p+1
22 3

et donc p = 0 (exclu a priori) ou 2p + 1 = 3, c’est-a-dire p = 1 (exclu a priori).
Les variables aléatoires X et Y7 ne sont donc pas indépendantes.
4. Comme ([X = 1], [X = 0]) est un systeme complet d’événements (bis),

PYi = 1,Ya=1) = P(X=1,Y; = 1,Ys = ) + P(X=0,Y; = 1,Y; = 1)
=PYi=1,Y,=1|X=1)PX=1+P(Yi=1,Y,=1|X=0)P(X=0)
=Pix=1(Y1 =1)Px=1j(Y2 = 1) P(X=1) + Pix—o)(Y1 = 1) Pix—0)(Y2 = 1) P(X =0)  d’apres (1)
_p 1-p_It8
4 36 36
D’apres 2.,
P(Y; = 1)P(Y = 1) = (2"%)2.

Ainsi, si Y7 et Y, étaient indépendantes, il faudrait que (2p+1 )2 = 8p+1, cest-a-diredp(p—1) =0, ce qui est impossible
puisque 0 < p < 1 par hypothese.
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Les variables aléatoires Y7 et Y2 ne sont donc pas indépendantes.

REMARQUE.— L'indépendance des variables aléatoires est une notion relative : par hypotheése, les variables aléatoires
Y7 et Y, sont indépendantes pour les mesures de probabilité Pjx_;; et P;x_o) mais, comme on vient de le vérifier, elles
ne sont pas indépendantes pour la mesure P.

Il est aisé d’étre prudent dans un cadre théorique (comme c’est le cas ici), c’est beaucoup moins simple dans un
cadre trop concret (comme c’est le cas au 6., ol 'hypothese d'indépendance des variables aléatoires Y7 et Y, n’est pas
évidente a traduire).

5. Par définition du parametre d"une loi de Bernoulli, P(X = 1) = p.

D’apres la définition des probabilités conditionnelles, d’apres 2. et 3.,

o (X_”_P(xzu\ﬁ:l)_ p/2  3p
MEE U TP =) 2p+1)/6 2p 1
De méme, d’apres 4.,
o (X_”_P(X:LY]:LYZZU_ p/4 9
V=L Y= = U TR Y =1,V =1) (1+8p)/36 8p+1°

6. On modélise le choix du dé par la variable aléatoire X en convenant que X = 1 si on choisit un dé truqué. Il est alors
raisonnable de poser p = /4.

Une fois que le dé est choisi, on le lance deux fois. Il est raisonnable de penser que ces deux lancers peuvent étre
modélisés par des variables aléatoires Y; et Y,, indépendantes et de méme loi : loi #(1/2) pour un dé truqué, loi #(/s)
pour un dé non truqué.

On précise que I'hypothese d'indépendance est postérieure au choix du dé (cf remarque au 4.).

D’apres 5.,

— la probabilité de choisir un dé truqué est égaleap = 1/4;

— en langant le dé une premiere fois et en obtenant 6, on regoit une information supplémentaire, grace a laquelle la

probabilité d’avoir tiré un dé truqué monte a '/2;

— en lancant le dé une seconde fois et en obtenant a nouveau 6, on regoit une nouvelle information qui d'une
certaine fagon confirme l'information précédente et nous dit que la probabilité d’avoir tiré un dé truqué s’éleve
maintenant a 3/4.

O Dans cette optique, calculer la probabilité conditionnelle de B sachant A revient a calculer la probabilité de I'événe-
ment B en prenant en compte l'information supplémentaire apportée par la réalisation de 1’événement A.

Si A et B sont indépendants, alors P (B) = P(B) et la réalisation de A n’apporte aucune information supplémen-
taire au sujet de B.

Dans le cas qui nous intéresse, en choisissant le dé, on imagine avoir une chance sur quatre d’avoir un dé truqué.
En le lancant et en obtenant 6 deux fois de suite, nous sommes incités a penser que le dé est plus probablement truqué
(trois chances sur quatre d’apres nos calculs).

Comme disait ma grand’mere, c’est aux fruits qu’on reconnait I'arbre.

(Exercice tiré de 1’énoncé 105 de la banque CCINP))

Solution Il O Fonction caractéristique 3. Comme X est une variable aléatoire discrete, il en va
de méme pour e'*X (qui est une fonction de X).
Partie A. Premiéres propriétés D’apres la Formule de transfert, la variable aléatoire
1. Comme {xn, n € N} est une énumération de E, la fa- e''™ est une variable d’espérance finie si, et seulement si,
mille la famille
itxn _
([X:Xn])ne]N (e P(Xixn))ne]N

est sommable, c’est-a-dire si la série _ a,e'™*" est absolu-
ment convergente : c’est bien le cas d’apres 2.
La fonction @x est donc bien définie sur R et

est un systéme complet d’événements. Par o-additivité de
P, on en déduit d'une part que la série } P(X = x,) est
convergente et d’autre part que

+o0o
VtecR, ox(t)= Z e P(X=x) = Z anettxn,
n=0

“+oo

D> P(X=xn)=P(Q)=1. et

n=0 O Pour tout n € N, la fonction [t — aye'™] est évi-
2. Pourtoutte R,ona demment continue sur R.

On a vu a la question précédente que

itxn | _ _ .
lane™™" | = an = P(X =xn), VneN,VteR, |ape'™|<an

et on déduit de la question précédente que la série | ou an estindépendant de t et } an est une série conver-
> ane'™m converge absolument. gente.
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La série de fonctions continues Y ane'™" converge
donc normalement sur IR, ce qui prouve que sa somme @x
est continue sur IR.

4. Pourtoutn € Nettoutt e R,

anei(*t)xn — aneitxn
puisque les a,, et les x, sont réels.
Comme la conjugaison est R-linéaire,

N N
vV N €N, Z anei(*t)xn _ Z anettxn
n=0 n=0

et qu’elle est 1-lipschitzienne (c’est en fait une isométrie),

VteR, ox(—t)=ox(t).

O Sila fonction @x est paire, on en déduit que

VteR, ox(t)=ex(—t)=ex(t)
et donc que @x est une fonction a valeurs réelles.

Partie B.
5. Comme onl'a déja remarqué au 2. et au 3.,

Image de ¢x

itxn

vVneN, ‘ane ‘gan.
Par inégalité triangulaire et 1.,
+o00 400
lox()] < ) lane™ =) P(X=x,)=1
n=0 n=0

pour tout t € R.
6. Pour tout n € N, il existe k,, € Z tel que
2k, 7t

Xn = a-+ .
n tO

Par conséquent,

eitoxn — eitoa . eilknn _ eitoa

et donc (encore 1.!)
. +oo .
Px(to) = e'e® ) P(X=xn) =eod,
n=0

ce qui prouve que |@x(to)| = 1.

7.a. Comme |@x(to)| =1, alors il existe un réel 0 tel que
+o0 ) )
D P(X=xp)- et = gx(to) = ™.
n=0

Or to # 0, donc il existe a = 8/, € R tel que e'® = eto? et
donc tel que

D P(X=xp)-eltorme tor =1,

7.b. D’apres 1. et I'égalité précédente,

+oo

+o0o
Z an exp[i(toxn —toa)] = Z an
n=0

n=0

et donc, par différence :

+
8

an (1 —ettotn=a)) =0,

Il
)

mn

L’application Re est R-linéaire et lipschitzienne et les a,
sont tous réels, donc

+oo
0=Re(0) = ¥ an Re(1— eitolxna))
n=0

400
=Y an(1 —cosfto(xn — a)l]).
n=0

REMARQUE.— Ici comme au 5., la linéarité seule ne per-
met pas de conclure : on ne peut invoquer la linéarité que
sur une somme d’un nombre FINI de termes. Pour justifier

+o00 +oo
@(Z U—n) =) olun),
n=0

n=0

il faut s’assurer que l'application linéaire ¢ est continue
(c’est-a-dire lipschitzienne).

7.c.  On reconnait ici une somme de réels positifs et cette
somme est nulle, donc tous les termes sont nuls.

Or un produit de réels est nul si, et seulement si,
l'un des deux facteurs est nul. Par conséquent, pour tout
neN,

— oubien a, =0,
— ou bien cos[to(xn —a)] =1 et ce cas équivaut au fait que
to(xn — a) soit un multiple entier de 2m, c’est-a-dire

to(xn —a)

Z.
21 €

On conclut en rappelant que to # 0 par hypothese.

7.d. Onutilise le systeme complet d’événements associé
a X pour décomposer cet événement :

xgwi—?%} = ] X=xal

n € N tels que
xn¢a+{—gz

Par o-additivité de P (on a une famille finie ou dénom-
brable d’événements deux a deux disjoints), on en déduit
que

2
P(X¢a+—T[Z): Y an=0
to
n € N tels que
xn¢a+%—(’)‘Z

(puisque, d"apres l'alternative précédente, tous les a,, qui

figurent dans cette somme sont nuls).
Par passage au complémentaire, on en déduit que

P(Xea+ %Z) —1.
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Partie C.
8. Onintegre sur le segment [T, T] 'expression

E anel Xn— mt

Comme au 3., il s’agit de la somme d’une série de fonc-

tions continues sur R qui converge normalement sur RR.

On peut donc intégrer terme a terme sur le segment [T, T].
Pour calculer chaque terme, il faut distinguer deux

cas:

— ou bien x,, = m et dans ce cas,

Fonction caractéristique et loi de X

—1mt

1 T y t 1 T
— ettXn—m dt:—J 1dt=1
2T J'—T 2T | ¢

— ou bien x,, # m et dans ce cas,

I 1
i(xn—m)t _ .
2T J_ ¢ dt 2T {

ei(xn—m)t } T
il —m)l -1’
Dans les deux cas,

|
5T J etln—mIt gt — sinc[(xn — m)T]

et par conséquent, pour tout T > 0,

ZG“ZTJ

= Z an sinc[(xn —m)T] = ZOO gn(T)
n=0 n=0

9. Comme sinc est continue sur IR, chaque fonction g
est continue sur R (par composition).
De plus,

1 (xn—m)t dt

VneN,VT>0, |ansinc[(xn—m)T]|<an
etlasérie ) a, converge (propriété déja utilisée en 2., 3. et
5....), donc la série de fonctions continues }_ g, converge
normalement sur R et sa somme V,,, est par conséquent
continue sur R% .

10. On reprend la discussion menée au 8.

— Sim = xy, alors gn (T) = a,, pour tout T > 0, donc

Jim (1) = o

— Sim # xy, alors

lim g (T) =0
par composition de limites (le produit (xn — m)T tend
vers +oo et la fonction sinc tend vers 0 au voisinage de
+00).

11. Chaque fonction g, tend vers une limite finie au voi-

sinage de +o0; la série de fonctions g,, converge norma-

lement (et donc uniformément) sur un voisinage de +oco

(sur R en fait).

D’apres le Théoreme de la double limite, la somme
Vi de cette série de fonctions tend vers une limite finie au
voisinage de +o0 et

THTOO V Z THTOO gn

D’apres la question precedente, la seule limite qui n’est
pas nécessairement nulle au second membre est égale a
an, = P(X =x,) et cela, seulement si m = x,,. Donc

VmeR, ZTETOOQH =P(X=m).
12. Siles fonctions caractéristiques @x et @y sont égales,
alors pour tout m € R, les fonctions Vi, calculées avec
@x ou avec @y sont les mémes et en particulier, elles ont
méme limite au voisinage de +oco.

On déduit de la question précédente que

YymeR, P(X=m)=P(Y=m)

c’est-a-dire que les variables aléatoires X et Y suivent la
méme loi.

Solution IV [ Série génératrice

1. On procede par récurrence.
O Pour k = 1, I'équation devient

PX=1)=MP(X=0)
et comme P(X = 0) > 0 par hypothese, on en déduit que
la seule solution est
P(X=1)
P(X=0)

0 HR: Supposons que, pour un rang n >

montré qu'il existe une unique famille (A
telle que

A=

1, on ait dé-
)1 <ign de réels

k
vi<k<n, kPX=k =) jAPX=k—j).

j=1

Alors au rang (n + 1), I'équation est

n

M+ 1PX=n+1)=) jAPX=k—j)
JZ] connu
+ M+ 1A 1 P(X=0).
Comme P(X = 0) > 0, il s’agit d"une équation du premier

degré en A, 41 (seule inconnue de cette équation!) et elle
admet par conséquent une unique solution.

O L’hypothese de récurrence est donc établie pour tout
n > 1 et par conséquent il existe une, et une seule, famille
réelle (Ai)i>1 telle que

k
kP(X=k) =) j\P(X=k—j).
j=1

vk e N

2. Isolonsle termeenj =k:
k-1

=kMP(X=0)+ ) jA\PX=k—j)
j=1

KP(X = k)
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puis divisons par k > 1:

k
AP(X=0)=P(X=k) —

1
A P(X =k —j)

|

et prenons la valeur absolue avant d’appliquer 'inégalité
triangulaire :

k—1 .
A P(X=0) < P(X=K)+ JE A P(X =k — )
N—— 4
>0 =1~ >0

k—1
<PX=K+ )Y NIPX=k—j)
j=1

O Pour 0 <j<k,onak—j>1Tetpar conséquent
X=k—jlc[X=0].
Par croissance de la mesure P, on en déduit que
PX=k—j)<P(X=0°)=1-P(X=0).

Comme les [A;] sont positifs, on en déduit que

k—1
A P(X=0) <P(X=k)+ [ —P(X=0)] (Zw)
j=1

<[1=-P(X=0)] (1 +ki]l7\j)

pour tout k > 1.
3. On procede encore par récurrence.
O Pour k = 1, la relation précédente se réduit a

M P(X=0)<1-P(X=0)

donc

1 1
14l <1 . _
REAUR Ty P(X = 0)

0 HR:onsuppose qu'il existe k € IN* tel que

k
1
T+ < X =0
j=1

D’apres 2. et HR,

A< JZPX=0) T
IS TPIX=0) P(X=0)
1 1

< _
SPX=0%T PX=0F

et on déduit alors de HR que

k+1 k
1+ 3 0= (14 X )+
=1 =1

1 1 1

< _

SPX=0F T PX=0FT PX=0F
1

< -

= P(X:O)k“

et le résultat est démontré par récurrence.

4. Par2.et3.,

k tk
L= O(px o)

et pour [t| < P(X = 0), la série géométrique de raison
t

Frx=o] est absolument convergente.

Par comparaison, la série > Axtk est absolument

convergente au moins pour
‘tl < P(X = O)a

ce qui prouve que le rayon de convergence de la série en-
tiere )~ A t* est au moins égal a P(X = 0) et en particulier
qu'il est strictement positif.

5.a. Lerayon de convergence de la série génératrice de
X est au moins égal a 1; le rayon de convergence de la sé-
rie )” A*t* est au moins égal a P(X = 0) < 1 d’apres la
question précédente. Par conséquent, l'intervalle

Io =]=p(X), p(X)I

est contenu dans l'intervalle ouvert de convergence de ces
deux séries entieres.

0 Comme les deux rayons de convergence sont stricte-
ment positifs, les sommes Gx et Hx sont de classe € sur
Iy et on peut dériver terme a terme pour exprimer les dé-
rivées.

D’une part,
+o0o
Vtely, Gi(t)=) (k+1)P(X=k+ Nt
k=0
et d’autre part,
+oo

Vtely, HL(t)=D (+1Amt.
j=0

O Le rayon de convergence de la série dérivée est le
méme que celui de la série entiére initiale. Par consé-
quent, les séries Y jA; U et S P(X = k)t* sont absolu-
ment convergentes sur l'intervalle ouvert I et on peut ap-
pliquer le théoreme sur le produit de Cauchy.

Ainsi, pour tout t € Iy (au moins),

+o0
HL ()G (t) = Y wilt)
k=0
ol on a posé, pour tout k € N,

wi(t) [G+ DAjat] - [P(X =Kk —j)t<]

|
.I\/]W

-
Il
)

G+ DAy P(Xk—j)] o

T
LS

I
1
M-

A P(X = [k+1]—j)} tk

—_

)
= (k+1)P(X=k+1)tk
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par définition des A;. On a bien démontré que

Vtely, G&(t)=H(t)Gx(t).

5.b. On déduit de la question précédente que H{ est la
dérivée logarithmique de Gx et donc que Hx — fn Gx est
constante sur l'intervalle Io. Or, par définition,

Hx(0) =nP(X =0) =InGx(0)

donc

Vtelp, Hx(t)=ImnGx(t).

REMARQUE.— Ceux qui n’aiment pas la dérivée logarith-
mique ont bien tort!

Solution V [0 Seéries de variables
aléatoires a valeurs entiéres

Partie A.

1. Comme X et Y sont des variables aléatoires a valeurs
dans N, la famille

(X =m,Y=n])

(m,m)eN2

est un systeme complet d’événements et, quels que soient
les entiers m et n,

X(w) # Y(w) m#n

Xw)=m & < X(w)=m

Yw)=mn Yw)=mn
donc

o sim=n,
[X#Y]Q[X:m)Y:n]:’ [X:m’Y:n] sinon
et par conséquent
X #£Y] = |_| X=mY=nl
(m,n)eN?

tels que m # n
Comme X et Y sont des variables aléatoires, alors

V(mn)eN? [X=mY=n]cA.

D’autre part, N? est dénombrable et toute partie d’un en-
semble dénombrable est elle-méme dénombrable. Donc
[X # Y] est une union dénombrable d’événements et par
conséquent

X#Y] € A

REMARQUE.— On aurait aussi bien pu raisonner sur le
complémentaire et justifier que

X=V=||X=nY=n]cA
neN

La seule différence est une affaire de gofit.

2. Une tribu est stable par passage au complémentaire et
par intersection (finie ou dénombrable). Par hypothese, A
et B appartiennent a la tribu A. Par conséquent,

ANBcc A et A°NBecA

et comme la mesure de probabilité P est définie sur A, les
deux probabilités P(ANB€) et P(A°NB) sont bien définies.

O En décomposant A sur le systeme complet d’événe-
ments (B, B¢), on obtient

A=(ANBJU(ANB®) Cc BU(ANB®).
Par croissance et additivité de P,
P(A) <P(BU(ANB®)) =P(B)+P(ANBC)
et a fortiori
P(A) < P(B)+P(ANB®)+P(A°NB)

puisque P(A°NB) > 0.
Symétriquement, en décomposant B sur (A, A€), on
obtient

< P(A) + P(A° N B)

< P(A)+P(A°NB)+P(ANB°)

et ces deux inégalités nous donnent bien
|P(A)—P(B)| < P(ANB)+P(A°NB).

REMARQUE.— On doit toujours se rappeler que la relation
[x| <y n’est pas une inégalité, mais un encadrement :

X<y & —y<x<uy.

3. Onsait que les séries

Y P(X=n)t" et Y P(Y=n}t"

convergent absolument pour tout t € [—1, 1]. Par inégalité
triangulaire,

+oo
|Gx(t) = Gy(t)| < D) |[P(X=n)—P(Y =n)|t"
n=0

< fyp(xzn)—P(Y:n)\
n=0

(puisque le terme général pour t quelconque est majoré
par le terme pour t = 1).
D’apres 2.,
|[P(X=n)—P(Y=n)|
<PX=n,Y#n)+P(X#nY=n).
Or (décomposition sur le systeme complet d’événements
associé a X)
XAV = | |[X=nnX#Y=| | X=nY#n]
neN neN
et de méme (par symétrie)
X#Y = | | X#n,Y=nl.
neN

On a ici deux unions dénombrables d’événements deux a
deux disjoints donc, par o-additivité de P, les deux séries

) PX=nY#mn) et Y P(X#n,Y=n)
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sont convergentes et

+o00 +oo
Y PX=mnY#n)=) P(X#nY=n)=PX#Y).
n=0 n=0

Par conséquent,

Vte 1,1, [Gx(t) — Gy(t)] <2P(X #Y).
REMARQUE.— On notera que le majorant trouvé est indé-
pendant de t € [—1,1].

Partie B.

4. Par définition, N’ est I'union d’un ensemble dénom-
brable (N) et d"un ensemble fini (le singleton {+o0}), donc
N’ est dénombrable.

On ne sait pas trop ce que désigne +oo mais en tout
cas, ce n’est pas un nombre réel. Donc N’ n’est pas une
partie de IR.

5. Par définition,

vyn=>1, Z,

U U #0l.
k>n

Comme les Uy sont des variables aléatoires, alors
Uy =0] € A,
donc
U £0 =[Ux =0 A
et donc Z, € A en tant qu'union dénombrable d’événe-

ments. D’autre part,

an[un#O]U U [uk#o]:[un#o]uzn+1

k>n+1

et par conséquent, (Z,)n>1 est une suite décroissante
d’événements :

Yn>1, Znit CZn.

La suite de terme général P(Z,,) est donc convergente
(décroissante et positive) Par sous-o-additivité (puisque,
pour une fois, les événements ne sont pas deux a deux dis-
joints),

+oo
¥n>1, 0<P(Zy)< ) P(Ux#0).
k=n

Le majorant est, par hypothese, le reste d’une série con-
vergente, donc il tend vers 0 et par encadrement

lim P(Z,)=0.

n—+oo
6. Lavaleur de W(w) est entiere lorsque I'ensemble
{ke N* : Ug(w)#0} CN

est fini et égale a +oo dans le cas contraire. Plus précisé-
ment, W(w) = n si, et seulement si, il existe n entiers

1<ki<kr<--<kn

tels que
uk1 ((,U) #O)---)ukn(w) 7é 0

et tels que

ng{kh---)kn}a uk(w):O

Par conséquent, [W = n] est égal a

U (Quezan N

1<k <ky<-<kpn Ni=1 keN™
kg{ki,...;kn}

Uy = 0])

On a déja justifié que [Uy = 0] € Aet [Ux # 0] € A pour
tout entier k > 1. La tribu A est stable par intersection
finie ou dénombrable (comme toutes les tribus), donc I'en-
semble entre parentheses est bien un événement. Enfin,
l'union disjointe est indexée par une partie de N™, qui est
dénombrable en tant que produit cartésien d’un nombre
fini d’ensembles dénombrables, donc

YnelN, [W=n]cA.

O Comme W est a valeurs dans N’, on en déduit que

W = +o0] = (|_|[Wn]) €A

neN
et on a maintenant démontré que

Vxe N, (W =x] e A,

c’est-a-dire que W est bien une variable aléatoire sur
(Q,.A) a valeurs dans IN”.
Cependant, cette expression ne permet pas de calculer
simplement P(W = +o0)...
O Une partie de N est finie si, et seulement si, elle est
majorée, donc

W(w) #4000 & In>1,Vk=n, U(w)=0

c’est-a-dire (en écrivant la négation de ce qui précede)

W(w)=+00 & Vn=>1,3k>n, Uglw)#0

et par conséquent

W = +od] = () Zn € A.

n>1

D’apres 5. et la continuité décroissante de P (puisque la
suite des événements Z,, est décroissante pour l'inclu-
sion),

P (g zn) = lim P(Zy,)=0
donc I'événement [W = +o0] est bien négligeable.
7.a. En tant que somme d’un nombre fini de variables
aléatoires a valeurs dans N, la fonction S,, est bien une va-
riable aléatoire & valeurs dans N.
7.b. Pour tout w € Q, la série ) Uy (w) est une série
d’entiers.

Pour qu'une série converge, il faut que son terme gé-
néral tende vers 0. Comme le terme général est un entier, il
faut donc que le terme général soit nul a partir d’un certain
rang.
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Réciproquement, si le terme général est nul a partir
d’un certain rang, alors la série } Uy (w) est évidemment
convergente.

0 Ona donc

SeN=WeN =]z

n>1
et, par passage au complémentaire,
[S = 400] = [W = 400] € A.
On déduit de 6. que P(S = +o00) = 0 et donc que
P(SeN)=1.
O Pour tout s € N, on a donc

[S=sl=[S=sIn[SeN = JIS=sInZ.

n>1
Or, pour toutn > 2,
S(w) = s S(w) = s
{ we¢zZy T {Vk>n, Up(w) = 0
S(w) =s
& (Vk=n, Uglw)=0
S(w) = Sn1(w)

(puisque le terme général de la série est positif ou nul). On
en déduit que

[S=sl=(S=sInZ$)U <U[sn1 —s]ﬁZ,ﬂ).
n>2

Siw ¢ Zy, alors Ux(w) = 0 pour tout k > 1 et par
conséquent S(w) = 0.
On a ainsi démontré que

[S=0]=Z§U <U (Sn1 :omz:l)
n>2

et que, pour tout s € N*,

[S=sl=|JSn 1 =sINZ.

n>2

O On sait par 5. que les Z,, sont des événements; on a
justifié plus haut que [Sy, = s] est un événement pour tout

m € N* et tout s € IN; la tribu A est stable par passage
au complémentaire, par intersection et par union dénom-
brable (c’est son métier de tribu qui veut ¢a...), donc

VseN, [S=s]eA

[0 Finalement,

Vxe N, S=xleA

et S est bien une variable aléatoire discrete définie sur
(Q,.A) a valeurs dans IN”.

7.c. Bien que S ne soit pas une variable aléatoire a va-
leurs dans N, on a quand méme

+oo
) PS=1)=P(SeN)=1
i=0

et on peut donc appliquer les résultats du cours sur les sé-
ries génératrices : la fonction G est continue sur le segment
[0, 1] (comme somme d’une série entiere qui converge nor-
malement sur cet intervalle) et de classe €’ sur [0, +oo[
(comme somme d'une série entiere dont le rayon de
convergence est au moins égal a 1).

7.d. Nous allons bien stir appliquer l'estimation établie
en3.:

Vtel0,1], [G(t) —Gn(t) <2P(S # Sn).
Or
“+o00
S(w) =Sn(w) + Uy (w)
k%]é’o—/
donc

S(w) #Sp(w) & Fk>n+1, Ux(w)#0

c’est-a-dire

S#Sal= |J Uk #0=Znsr.

k>n+1

Comme P(Z,,;1) tend vers 0 d’apres 5., on a bien trouvé
un majorant de
‘G(t) - Gn(t)‘

qui est indépendant de t € [0, 1] et qui tend vers 0 : la suite
(Gn)n>1 converge donc uniformément sur [0, 1] vers G.



