Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2019/2020

MP

Composition de Mathématiques
Le 12 février 2020 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Probleme (]

Soit (Q,A,P), un espace probabilisé. On considere
une variable aléatoire discrete X a valeurs dans [—1,1]
et une suite (Xj)ien de variables aléatoires définies sur
(Q, A, P), indépendantes et de méme loi que X.

On note :

1. Démontrer que X est une variable aléatoire d’espé-
rance finie.

On suppose désormais que X est une variable aléa-
toire centrée (quitte a remplacer X par X — E(X)).
2. Enoncer 'inégalité de Markov pour une variable aléa-
toire Y définie sur (Q,.A,P). Démontrer cette inégalité
dans le cas o1 Y ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
3. Démontrer que

E(X))

Voa>0, P(X>a) <

4. Soientt > 0ete > 0. Démontrer que

E tXyn
Yn 1, P(Sn > e) = P(enSn 3 ente) < BT
ents
5. Soit a > 1. Démontrer que la fonction
T—x 4 T4x N

Ja = [X 2a +2a—a

est positive sur [—1,1].
U On pourra invoquer un argument de convexité.

6. En déduire que

T—x 1—|—xet

tx
<
e\ze+2

Vt>0,Vxe[-1,1]
7. Endéduire que E(e'X) < cht pour tout t > 0.
8. Démontrer que
2k 20k
¢ gl(L),
(2k)! T kN2

En déduire que E(e'*) < exp(tz/z) pour tout t > 0.
9. Soitn > 1. Démontrer que la fonction

VkeN, VteR,

[t — exp(—mte +nt?/2)]

atteint un minimum (en un point qu’on précisera).
10. En déduire que P(S,, > ¢) < exp(—ne?/2), puis que

P(ISnl > €) < 2exp(—me?/2).

11. Démontrer que la série ) P(|Sn| > ¢) converge pour
tout ¢ > 0.
12. Soient € > 0 fixé et, pour toutn > 1,

Bn = U [Sm!| > el

m>n

Démontrer que (,,; Bn est un événement négligeable.
13. Pour tout entier k > 1, on définit Oy C Q par

1
ISm (W)l < -
Démontrer que chaque Qy est un événement. Exprimer
I'ensemble A défini par

weQy & dne N, Vm=n,

Iim Sp(w)=0

n—-+oo

wEA &

au moyen des événements Q. En déduire que A est un
événement.
14. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.

(] Il — Probleme O

Partie A.

Soit n, un entier naturel non nul.
1. Soient P et Q, deux polyndémes non nuls, a coefficients
complexes.
1.a. Démontrer que:si P et Q n’ont aucune racine com-
plexe commune, alors P et Q sont premiers entre eux.
U On pourra raisonner par I'absurde.

Préliminaires

1.b. Onsuppose que P et Q sont premiers entre eux. En
utilisant le théoréeme de Gauss, démontrer que : si P et Q
divisent un polyndéme R € C[X], alors le produit PQ divise
aussi R.

2. Soit (Pi)1<ign, une famille de polynémes non nuls de
R[X]. On considere le polynéome P € R[X] et la fraction
rationnelle Q € R(X) définis par

n

P/
P=]]P: et Q=+

i=1
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Démontrer par récurrence que

p!
Q=) &
. 1
i=1
Partie B.

Dans cette partie, on considere I C R, un intervalle
de longueur strictement positive ; p, un entier naturel non
nul; (xi)1<igp, une famille d’éléments de I deux a deux
distincts et enfin (ai)1<i<p et (bi)1<i<p, deux familles de
réels.

3. Dans cette question, on définit le polynéme interpo-
lateur de Hermite.

3.a. Soient P € R[X] et a € R. En utilisant une for-
mule de Taylor, démontrer que : si P(a) = P’(a) = 0, alors
(X — a)? divise P.

3.b. A l'aide des résultats du 1., démontrer que I'appli-
cation

Interpolation de Hermite

@ : Rop_11X] = R?P
définie par
(p(P) = (P(X1))---)P(Xp))P/(X1))---)P/(Xp))

est une application linéaire bijective de Rop_1[X] sur R?P.
3.c. Démontrer quil existe un, et un seul, polynéme
Py € Ryp—1[X] tel que

V1<i<p, Pulxi)=a;i et P} (xi)=Dbs.

Le polyndéme Py est appelé polyndme interpolateur de Her-
mite.
4. Déterminer le polynéme interpolateur de Hermite
pour

X1 :—1,X2:1, aj :], (12:0, b] :—1, b2:2.

(On fera les calculs au brouillon et on s’abstiendra de por-
ter le détail de ces calculs sur la copie.)
5. Pour tout entier T < 1i < p, on pose

o= I (53)

1<i<p
j#AL

5.a. Soient 1 < i,k < p. Calculer Q;(xy). Vérifier que

Q/(xx) =0pourk #iet

QUxy= y —2

- Xi—Xj.
1<<p
j#AL

U On pourra utiliser le résultat du 2.
5.b. Démontrer que le polynéme

P
P=3 | (1= Qi) e (X x| Qs
i=1
est le polyndme interpolateur de Hermite.

5.c.  Utiliser cette formule pour vérifier le résultat du 4.

Partie C.

On consideére la famille de polyndémes (Hy )nen défi-
nie par la donnée de Hp = 1 et la relation de récurrence :

Polynémes orthogonaux de Hermite

VYneN, Hpyr =XHy —HY.

6. Démontrer que H,, est un polynome unitaire de degré
n pour toutn € IN.
7. Démontrer que

VneN, H/,;=(n+1)H,.

8. On considere la fonction f : R — R définie par

vVxeR, f(x)= \/% exp(*xz/z).

On admet que f est intégrable sur R et que ffzz f(x)dx =1.
8.a. Soient P et Q, deux polyndmes a coefficients réels.
Démontrer que l'intégrale (P|Q) définie par

+oo
(P1Q) =] PQUfI) dx
est convergente.
8.b. Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire
sur R[X].
Dans la suite du sujet, I'espace R[X] est muni de ce produit
scalaire et de la norme ||-|| associée i ce produit scalaire.
9.a. Vérifier que

d

VXE]R,, a

[Ho (X)F(x)] = —Hpe1 (6)F(x)
et en déduire par récurrence que

VPeRIX, VneN, (P|Hy,)=(P™|Ho).
9.b. En déduire que, pour tout entier n € N, la famille
(Hi)ogk<n est une base orthogonale de R, [X].

9.c. Calculer ||Hy|| pour toutn € IN.

9.d. Soit P = 1+ X+ X? 4+ X3. Calculer les polynomes
Hi, Hz et H3, puis les quatre réels ag, ai, az et a3 tels que

i=0

9.e. En déduire la distance du polynéme P au sous-
espace Ro[X] des polyndmes constants.

10. Dans cette derniére question, on étudie les racines du
polyndéme H,,. On note p, le nombre de racines réelles de
H,, dont la multiplicité est impaire et on note

ap <ax<---<ap
ces racines. On pose alors
)
S=][xX=ay)
i=1

avecS = laucasoup =0.

10.a. Démontrer que:sip < n, alors (S|H, ) =0.

10.b. Démontrer que
VxeR, Sx)Hn(x)=0.

10.c. En déduire que H,, posseéde exactement n racines
réelles distinctes.
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Solution I [0 Loi des grands nombres
1. Soit (xi)ic1, la famille, finie ou dénombrable, des va-
leurs prises par la variable aléatoire discrete X.

Par définition, X est une variable aléatoire d’espérance
finie si, et seulement si, la famille

(i P(X=x1)) ¢,
est sommable. Or x; € [-1,1] pour tout i € I par hypo-
these, donc
Viel, Ixi|P(X =xi) < P(X =x4).

Mais X est une variable aléatoire discréte, donc la famille
(IX = xi])ie1 est une famille finie ou dénombrable d’évé-
nements deux a deux disjoints. Comme P est o-additive,
on en déduit que la famille (P(X = xi))ic1 est som-
mable et, d’apres le Théoreme de comparaison, la famille
(xi P(X = x1))ie1 est sommable elle aussi.

Donc X est bien une variable aléatoire d’espérance fi-
nie.
REMARQUE.— La méme démonstration établit que toute
variable aléatoire discrete bornée est d’espérance finie.
2. Inégalité de Markov :

Soit Y, une variable aléatoire positive d’espérance finie.
Pour tout « > 0,

0 Démonstration dans le cas ot Y prend un nombre fini
de valeurs : on note (yi)ogi<n, la famille des valeurs (po-
sitives) prises par Y et on fixe o« > 0.

Par définition,

EY)= ) yiP(Y=1y)
o<i<n
= > uyiP(Y=y)+ ) uyP(Y=y)
o<i<n o<i<n
Yi<ox Yyizo

Siyi < o, alors y; P(Y = yi) > O car Y est a valeurs posi-
tives; si, au contraire, y; > «, alors

YiP(Y=yi) > a«P(Y =yi)
car P est a valeurs positives. Par conséquent,

EV)>a 3 P(Y=y)=aP(Y>q

o<i<n

yizx
et I'inégalité de Markov en découle (puisque o > 0).
3. Comme X est une variable aléatoire d’espérance finie,
alors |X| est aussi une variable aléatoire d’espérance finie
et comme [X] est a valeurs positives, on peut lui appliquer
I'inégalité de Markov.
4. Comme nt > 0 et que la fonction exp est strictement
croissante, alors

YVweQ, S, (w)>e & ntSy(w) > nte

& expntSy(w)] < exp(nte).

(NB: il faut insister sur le strictement pour justifier les équi-
valences!)
On en déduit que

[Sn 2 8] _ [entSTL 2 enta}
et donc que (par croissance de P)
P(Sn >¢€) = P(e™Sn > ente),

Par hypothese, les variables aléatoires X;, Xz, ..., Xn
sont indépendantes et bornées. D’apres le Théoréme des
coalitions, les variables aléatoires etX1, etX2 ... etXn sont
elles aussi indépendantes et bornées. Or

ntS,, tX4 eth . tXn

e =e ey

donc e™'Sn est une variable aléatoire positive d’espérance

finie et, par indépendance des facteurs,

n

E(e”ts“) _ HE(etXi) _ [E(etx)]n

i=1

puisque les variables X; ont toutes méme loi que X.

Comme e™'Sn est une variable aléatoire positive d’es-
pérance finie, on peut lui appliquer 1'inégalité de Markov
et en déduire que

[EE)]”

ntS, nte
P(e™™n > ™) < — 7

et donc enfin que

[E(e™)]"

ents

P(Sh >¢) <

pour toutn > 1.
5. Pour a > 0, on sait que a* = e* na_ Donc gaq est clai-
rement de classe € sur R. En particulier,

g/(x) = —a*(tna)® <0

donc la fonction g, est concave sur [—1,1].

Orgq(l) =a—a=0etgq(—1)=a'—a"' =0,donc
la corde qui joint les points d’abscisses +1 sur le graphe
de g4 est un segment de I'axe des abscisses. Comme g, est
concave, son graphe est au-dessus de ses cordes, donc

Vxel-1,1, galx)=0.

6. Pourt>0,onposea=e">1et

1—x T+ x
—t et _ otx

Vxe[-1,1], 5—e 3 >0

d’apres la question précédente.
7. Par hypothese, x = X(w) € [-1,1] pour tout w € O et
d’apres la question précédente,

VweQ, eX% <cht+X(w)sht.

Les variables X et e sont d’espérance finie (elles sont
bornées toutes les deux par hypothese) et 1’espérance
conserve les inégalités, donc

E(e™) <cht+E(X) sht=cht
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puisque X est centrée par hypothese.
8. Il s’agit en fait de vérifier que

VkeN, 2Kk < (2k)!

c’est-a-dire

2k Kk
< I i=]]x+0.
i=k+1 i=1
Pour k > 1, on a de chaque c6té un produit de k facteurs;
a gauche, tous les facteurs sont égaux a 2 ; a droite, les fac-
teurs sont tous supérieurs a (k +1i) > (k+ 1) > 2. Par
conséquent, I'inégalité est démontrée pour k > 1.
Enfin, pour k = 0, I'inégalité est évidente : elle se ré-
duital <1...
Donc :

(2K)! T k!

w5

VkeN,VteR,
O On en déduit que
+o00 tZk

t ht =
VteR, c 1;(2”!

+oo oK +o0o 2 k
t (v'/2)
<2 ma S
k=0 k=0

= exp(t'/2)

et donc, d’apres la question précédente, que

Vt>0, E(e™) <exp(t’/).

9. Posons

Vt>0, fn(t)=exp(-nte+nt?/2).

Il est clair que f,, est strictement positive et dérivable sur
10, +o0l et que
fo(t) =n(t—e)fn(t)
donc f}, (t) est du signe de (t — ¢).
La fonction f,, est donc strictement décroissante sur
10, €] et strictement croissante sur [¢, +oo[. Cette fonction
atteint donc un minimum en t = ¢ et ce minimum est égal

N

a
fn(e) = exp(—me?/2).

10. D’apres4.et?7.,
Vt>0, P(Sn>c¢) < fu(t).

Le minorant (a gauche) étant indépendant de t, on peut
passer a la borne inférieure par rapport a t > 0 et obtenir :

P(S, >¢) < fnle) = exp(—n£2/2).

O La propriété |Sy (w)| > € est vraie si Sn(w) > € ou si
Sn(w) < —e. Par conséquent,

(Snl> el =[Sn > e]U[Sh < —el =[Sn 2 el U[-Sn > €]
et donc, par additivité de P,

P(‘Sn| = 5) = P(Sn = 5) + P(_Sn = 5)-

Les variables aléatoires —Xi, ..., —X;, vérifient les
mémes hypotheses que les variables aléatoires Xy, ..., Xy, :
elles sont discretes, a valeurs dans [—1, 1], indépendantes
(Théoreme des coalitions) et toutes de méme loi (celle de
—X, qui est a priori différente de celle de X).

Par conséquent,

P(—Sn =€) =P((—Xq)+ +(—Xn) > €) < exp(—me?/2)
et finalement
P(ISnl > ¢) < 2exp(—me?/2).
11. La majoration précédente peut aussi s’écrire
YneN*, P(Shl>e¢)<2q™

avec0 < q = exp(—s2 /2) < 1. Par comparaison avec une
série géométrique, la série 3 P(|Sn| > ¢) est donc (absolu-
ment) convergente.

O Il est par ailleurs clair que :
ISn(w)] > e. Cela se traduit par

si [Sp(w)| > ¢, alors

(1Sl > €] C [ISnl > €]
et donc, par croissance de P,

Vn=1, 0<P(Sal>¢) <P(Sal =)

A nouveau par comparaison, on en déduit que la série
> P(|Sn| > ¢€) est (absolument) convergente.

12. Pour tout m € N*, on sait que S, est une variable
aléatoire discrete. Notons (sm,i)ic1,,, 'ensemble (fini ou
dénombrable) des valeurs prises par Si,. Il est alors clair
que

[|Sm| > 5] = |_| [Sm = Sm,i] cA
i€ly,
[sm,il>¢ sA

en tant qu’union finie ou dénombrable d’événements.
En tant qu’union dénombrable d’événements, 'en-
semble

Bn= |J Sml> ¢l

m>n

est donc un événement et, en tant qu'intersection dénom-
brable d’événements, I’ensemble

(1 Bx
n>1

appartient lui aussi a la tribu A.
O Pour toutn > 1, il est clair que

Bn=1[Snl>elU |J [Sml>el D> Bnir.

m>n+1

La famille (Bry)n>1 est donc une suite décroissante d’évé-
nements. Par continuité monotone de P, on sait alors que

P( O] Bn> = lim P(Bn).
n/
Et comme B, est, par définition, une union dénombrable
d’événements,

+oo
¥nz1, 0<P(Bn)< ) PlSwml>e)

m=n
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Le majorant est le reste d’une série convergente (d’apres
la question précédente), donc il tend vers 0. Par encadre-
ment, P(B,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et finale-
ment 'événement ), . Bn est négligeable.

13. Par définition,

U N ISl < .

neN* m>2n

Comme S, est une variable aléatoire, alors [|Sm| < V4l €
A. Comme A est une tribu, elle est stable par intersection
dénombrable et par union dénombrable, donc Qy € A
pour tout k € IN*.

O Par définition, la suite de terme général S, (w) tend
vers 0 si, et seulement si,

Ve>0,IneN", Vvm=>n, [Sh(w)l<e,

A= U Niswl<e

e>0neN* m>n

donc

mais cette expression est inutile : l'intersection qui porte
sur ¢ > 0 n’est pas une intersection dénombrable !

Il reste alors a remarquer que la suite de terme général
Sn(w) tend vers 0 si, et seulement si,

VkeN S dneN S Vm=>n, [Sn(w) <k

(puisque la suite de terme général 1/ tend vers 0) et donc

A= ﬂ Qred

keN*

puisque A est stable par intersection dénombrable.
14. D’apres la question précédente,

U ot ou af= () [ ISml>"A.

keN* neN* m>n

D’apres 12. (avec ¢ = /), chaque événement Qf est
négligeable. On sait qu'une union dénombrable d’événe-
ments négligeables est elle-méme un événement négli-
geable, donc A€ est négligeable et par conséquent

P(A) =1.

O On vient ainsi démontrer un cas particulier de la Loi
forte des grands nombres : presque stirement, la suite de
terme général S,, (w) converge vers 0 = E(X).

Solution I 0 Polynémes de Hermite

Partie A. Préliminaires

1.a. SiPetQn’étaient pas premiers entre eux, leur pged
serait un polyndéme D non constant de C[X] et, d’apres le
Théoréeme de D’ Alembert—Gauss, il serait scindé. Toute ra-

cine du pged étant une racine commune a P et Q :

(X—o |

D
310 (e,
D|Q

il s’ensuivrait que P et Q auraient une racine commune.

Par contraposée, si P et Q n’ont aucune racine com-
mune dans C, alors ils sont premiers entre eux.

REMARQUE.— Le Théoréme de D’Alembert-Gauss s’ap-
plique dans C[X] mais pas dans R[X]. Ainsi, les polyndmes
P=(X>+1)(X—-1)etQ = (X?*+1)(X+ 1) nont aucune
racine réelle en commun et ne sont pas premiers entre eux :
leur pged, égal a (X? + 1), n’a pas de racine réelle.

Une bonne rédaction doit faire comprendre qu’on est
bien conscient de cette petite subtilité (méme sans entrer
dans les détails) : il faut souligner les arguments essentiels.

1.b. Comme P et Q divisent R, il existe deux polynomes
Po et Qo (a coefficients complexes) tels que

R =PPo = QQo.

On voit alors que P divise le produit QQo et comme P et
Q sont premiers entre eux, alors P divise Qo (Théoreme
de Gauss). Il existe donc un polynoéme Q; € C[X] tel que
Qo = PQ; et donc tel que

= Q(PQ1) = (PQ)Q1,

ce qui prouve que PQ divise R.

REMARQUE.— Cette question de cours est une arnaque
pure et simple : on invoque le théoreme de Gauss (c’est
I'énoncé qui le veut...) pour démontrer le théoréme de
Gauss! En effet, le théoreme de Gauss commence par : Si
P divise QQo et si P et Q sont premiers entre eux... On traduit
cette hypothese par la relation QQo = PPy, on écrit la re-
lation de Bézout entre P et Q et on en déduit que P divise
Qo, c’est-a-dire que PQ divise QQo!

2. Pourn =1, le résultat est évident.

Supposons le résultat établi pour un entier n > 1:
quels que soient les polynémes Pq, ..., P, non nuls,

-U.|x‘\

(Py-- e
s
On considere alors

Pn)Pn+1-

La régle de dérivation d"un produit nous donne alors

P" (P1---Pn)'Pnia (P1---Pr)P/ 4
P B (Pl "Pn)Pn+1 (Pl "'Pn)Pn+1
7(P1"'Pn)/+ T/1+1
(P ---Pn) Pr
n+1
= Z (par HR)

La relation est ainsi établie par récurrence.
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Partie B.

3.a. SiP estun polynome de degré d, la formule de Tay-
lor (spécifique aux polyndmes) au point a donne

Interpolation de Hermite

k=0

Si P(a) = P’(a) =0, il reste alors

k
P:Z P k!(a) (X — a)*
k=2
d—2 plk+2)(q)
= (X — Cl)z (Z W (X - Cl)k)
k=0
€RI[X]

ce qui montre bien que P est divisible par (X — a)?.
3.b. 1l est clair que ¢ est une application linéaire de
Rop—1[X] dans R?*P. Comme l'espace de départ et I'espace
d’arrivée sont tous les deux de dimension 2p, il suffit de
vérifier que @ est injective pour en déduire qu’elle est bi-
jective.

Considérons donc P € R;,—1[X] dans le noyau de o.
Par définition,

V1<k<p, Pxx)=P(xx)=0

et, d’apres 3.a., (X — xi)? divise P.

Comme les xi sont deux a deux distincts, les poly-
ndmes (X — xx)? sont scindés et sans racine commune,
donc deux a deux premiers entre eux par 1.a. Par 1.b., le
polynome P est divisible par le produit des (X — xi)2. Or
deg P < 2p tandis que

P
deg H(X —xi)? =2p.
k=1

Par conséquent, le polynéme P est nul, ce qui achéve la
preuve : 'application ¢ est un isomorphisme de R, 1[X]
sur R?P.

3.c. Comme @ est bijective, quel que soit

A =(aiy...,ap,b1,...,b,) € R?P,

il existe un, et un seul, polynéme Py € Rzp—1[X] tel que
@(Pu) =A.
4. On cherche le polynome interpolateur sous la forme

P =aX? +bX? +cX+d.

Le probléme posé se traduit par un systétme de quatre
équations.

a+ b+c+d= 0
—a+ b—c+d= 1
3a +2b +c =
3a —2b + ¢ =—1

N

Par 3.c., on sait qu’il s’agit d'un systeme de Cramer et
comme il n'a qu'une seule solution, tous les coups sont
permis pour trouver cette solution (méme de ne pas appli-
quer l'algorithme du pivot).

On en déduit que 4b =3 (avec L3 —Ls)etb+d =1/
(avec Ly + L), donc d = —1/4. D’autre part, a+c¢ = —1/
(avecLy — L) et3a+c =1/ (avec Lz + Ly), donc a = 1/
etc =—1.

Le polynome interpolateur de Hermite pour le pro-
bleme posé est donc

1., 3.5 1
Py = 2X + 4X X 1
REMARQUE.— Il convient de vérifier que le polynome
trouvé vérifie bien les quatre conditions imposées avant
d’encadrer le résultat...
5.a. Pour tout k # i, le polynéme (X — xx)? divise Qi,
donc xy est une racine (au moins) double de Q; et donc

Vk#1,  Qilxi) = Q{(xx) =0.

11 est clair que Qi(xi) = 1 (tous les facteurs sont égaux a
1).

On a établi au 2. I'expression de la dérivée logarith-
mique d'un produit :

2(X —x;) 2

Q= y AX-wl_ v .
152, XXt 52, (X=x)

j#i j#t

En particulier,
2
x:) —
Qilxi) = Z S

1<isp
j#t
5.b. Tout d’abord, deg Q; = 2(p — 1) = 2p — 2 pour tout
1<i<yp.
Chaque crochet est une expression affine de X, donc

P est la somme de p polynoémes dont le degré est inférieur
ouégala(2p—2)+1=(2p—1),doncdegP <2p—1.

O Pour i # k, le facteur Qi(xx) est nul. Dans l'expres-
sion de P(xy), il ne reste donc que le terme correspondant
ai=KX, soit:

P(xy) = {(1 — Qre(xx) (xx —Xk)) ax + (xk —xx) by | x 1
= k.

O Calculons ensuite le polyndme dérivé.

P
P'=% [-Q{(xi) ai +bi] Qi

i:]p
+ Z [(1 — Q{(x¢)(X —Xi)) ai + (X—xi) bi| Qf
iz1

On utilise a nouveau les relations du 5.a.

P’(xx) = [—Quxx) ax + br] x T+ ax Qy (xx)
— by

On constate ainsi que P est bien le polyndme interpo-
lateur de Hermite.

5.c. Avecles données du 4., nous avons
B (X—1)? 7(X—1)2 7(X—H)2
R T
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D’apres 5.a.,
2 2

Qi(~1) = [ =—1 et Q)=

La formule du 5.b. nous donne alors :

P=[(1—(—DX+1) x T+ (X+1)x
+ [ x 0+ (X—=1) x 2]Q2
=Q1 +2(X-1)Q2
—1 3 1

_ ' Ov2 1 1y3
=7 X+4X+2X

(=] Qq

ce qui est bien le résultat trouvé au 4.

Partie C. Polynémes orthogonaux de Hermite
6. Il est clair que Hp = 1 est un polynéme unitaire de
degré 0.

HR : Supposons que, pour un entier n € N donné, H,
soit un polyndéme unitaire de degré n.

D’apres (HR), degH;, < degH, = n et deg(XH,) =
n + 1, donc

degHp 1 =deg(XHn —Hn) =n+1

et le coefficient dominant de H,, 1 est celui de XH,,, donc
(HR) Hy, 1 est unitaire.

Ainsi, pour tout n € NN, le polynéme H,, est unitaire
et son degré est égal a n.
7. D’apres la relation de récurrence,

Hy =X

etil est clairque H{ =1 =1 x Hy.
HR : Supposons que, pour un entier n € N donné,
w1 = M+ T H,.

Par définition et (HR),
Hini2 = XHpy1 — Hrlpr] =XHp1 —(n+1)H,.
On en déduit que

ni2 =Hner + XH ; — (n+ 1H,,
=Hpp + (4 1)[XH, —H/] (HR)
=M+ 2)Hn (déf. de Hp41)

et le résultat est établi par récurrence pour tout n € N.
8.a. Ilestclair que le produit [x — P(x)Q(x)f(x)] est une
fonction continue sur R.

Par ailleurs, en notant p et q, les degrés respectifs de
PetQ,

e|X|P(X)Q(X)f(X) = O(Xp+qe\x\—x2/z)

x—+oo

_ O(efxz/2+|x|+(p+q)2n>c).
x—too

Par croissances comparées, I'argument de la fonction exp
tend vers —oo. On sait que exp tend vers 0 au voisinage de
—o0. Dong, par composition de limites,

P(x)Q(x)f(x) = o(e™™)

lorsque x tend vers +oo.

On sait que [x — e~ *!] est intégrable au voisinage de
+oo et on en déduit (Théoreme de comparaison pour les
fonctions intégrables) que

[x = P(x)Q(x)f(x)]

est intégrable sur ]—oo,+00[, quels que soient les poly-
nomes P et Q.
8.b. D’apres la question précédente, la fonction

[(,Q) = (PIQ)]

est bien une application de R[X] x R[X] dans R.

L'existence des intégrales étant assurée, il est clair que
cette application est bilinéaire et symétrique.

Pour P = Q, l'intégrande [x — P(x)f(x)] est une
fonction continue et positive. Par positivité de I'intégrale,
(P|P) estdonc positif etsi (P|P) =0, alors P(x)?f(x) =
0 pour tout x € R. Comme f ne s’annule jamais, on en
déduit que la fonction polynomiale [x — P(x)] est identi-
quement nulle sur R et donc que le polynéme P est le po-
lynéme nul.

Ainsi, (-|-) estbien un produit scalaire sur R[X].

REMARQUE.— Pour vérifier que la forme bilinéaire symé-
trique (-|-) est définie positive, il ne suffit pas de véri-
fier que I'application polynomiale est nulle, il faut prendre
soin d’en déduire que le polynome est nul (puisqu’il pos-
seéde une infinité de racines).

9.a. Il suffit de calculer:
f'(x) = —xf(x),
L Ha(Ix)] = HL () — xHa (1)

= —Hn 1 (x)f(x).

O Les fonctions P et —(H,,1f) = (H,f)’ sont de classe
¢ sur R. De plus, le produit P x Hy41f tend vers 0 au
voisinage de —oo et au voisinage de +oco (détails donnés
au 8.b.).

D’apres la formule d’intégration par parties,

+oo
(P Husr ) :J P ()M 1 (x)F(x) dx
It 4
- —J ()= Ha ()70 e
e X

c’est-a-dire

VneN, (P[Hnp1) = (P'[Hn). ()

O On en déduit (par récurrence immédiate) que

VneN, (P[Hn) = (P™|H).
REMARQUE.— Au début de la partie C, les H,, ont été défi-
nis au moyen d’une relation de récurrence tombée du ciel.
Le calcul qui vient d’étre fait éclaire 1’origine de cette re-
lation de récurrence : on a fait précisément ce qu'il fallait
pour obtenir la relation (x).
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9.b. D’apres 6., la famille (Hy)o<k<n est échelonnée en
degré :

Vo<k<n, degHy=k

donc cette famille est une base de R, [X].
De plus, pour 0 < i < j < n, on déduit de la question
précédente que

(Hi[Hj) = (HY [Ho) =0

puisque HEJ) = 0 (on dérive j fois un polynéome de degré
i<j).

Ainsi, (Hi)ogkgn est une base orthogonale de Ry, [X]
pour (-[-).
REMARQUE.— Du fait que (Hy)ogkgn soit a la fois une
base orthogonale et une famille échelonnée en degré, on
déduit qu’on aurait aussi pu obtenir ces polyndomes en
appliquant 'algorithme de Gram-Schmidt a la base cano-
nique (X*)o<k<n. Comme on le constate, il est infiniment
plus simple de les définir au moyen d’une relation de ré-
currence basée sur la formule d’intégration par parties...

9.c. Enappliquant a nouveau la relation établie au 9.a.,

[Hall* = (Hn Hn) = (H{Y [ Ho).
Or, d’apres 6.,

Hp =X"4--- etdonc H™ =n!
On en déduit que

5 +oo
™ =T1!J' f(x)dx =n!
(d’apres le rappel de I’énoncé). Finalement :
VneNN, |[Hy|=vnl.

9.d. D’apréslénoncé, Ho =1.Onavuau7.que H; = X.
On déduit encore de la relation de récurrence que

H,=X?—1 et H;=X—3X

0 Comme la famille (Hx )o<k<3 est échelonnée en degré,
on peut décomposer P dans cette base de R3[X] de proche
en proche, en commengant par le terme de plus haut de-
gré.

X34X24+X4+1=(X2=3X)+ (X2 +4X+1)
=Hz + (X* = 1)+ (4X +2)
= Hjz + H, +4H; + 2H,.

9.e. Bien entendu, la droite sur laquelle on projette est
connue :

D =Ro[X] =R - Hp.

Comme R;3[X] est un espace de dimension finie, on sait
que

1
R3[X] =D @& D+

et la décomposition précédente exprime le polynome P
dans cette décomposition :

P =2Ho+ (4H; + Hy + H3).
N —

€D cDhL
D’apres le cours,
d(P,Ro[X]) = ||P — 2Ho|| = ||4H1 + Hz + H3]|.

Comme H;, H; et H3 sont deux a deux orthongonaux, on
peut calculer cette norme a 1’aide du Théoreme de Pytha-
gore :

[4Hy + Ha + Hs || * = 16]Hy [|* + [Ha||* + |[H5]?
et, d’apres 9.c.,

d(P,RolX]) = V16 x 1+ 2+ 6 = 2V6.

10.a. On applique a nouveau la formule du 9.a. :
(SIHn) = (S™[Ho) =0

car $!™ =0 (puisque deg S =p < n).

10.b. Les fonctions S et H,, changent de signe en méme
temps (par construction de S). De plus, les polyndémes S et
H,, sont unitaires, donc les fonctions S et H,, sont de méme
signe (positives !) au voisinage de 4-co. Par conséquent, les
fonctions S et H,, sont positives et

VxeR, Sx)Hn(x)=0.
10.c. D’apres les deux questions précédentes et du fait
que f est positive sur R,

J+Oo S(x)Hn (x)f(x) dx =0.
- >0

=

Or le produit S - H,, - f est une fonction continue sur R (les
trois facteurs sont continus), donc

VxeR, SxHn(x)f(x)=0.

~—
>0

Comme S et Hy, sont deux fonctions polynomiales non
nulles (les deux polynémes sont unitaires), le produit SH,,
n‘admet qu'un nombre fini de racines réelles. C’est ab-
surde!

On en déduit que p > n. Or, d’apres 6., on a aussi
p < n (un polyndme de degré n admet au plus n racines
distinctes), donc p = n.

Autrement dit, le polynéme H,, admet n racines
réelles de multiplicité impaire et comme degH, = n, on
en déduit que H,, admet n racines réelles simples (et qu’il
est donc scindé sur R[X]).



