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MP

Composition de Mathématiques
Le 20 mars 2019 — De 13 heures a 16 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

0 Probleme 0

Soient U, un ouvert du plan RZetf : U — C, une
fonction de classe 4. Le laplacien de cette fonction est
alors défini sur U par

0%

o%f oz
T oox?

VmeU, Af(m) oy?

(m) +

(m).

La fonction f est dite harmonique sur U si, et seulement
si, son laplacien est identiquement nul sur U.

Partie A. Noyau de Dirichlet
Pourn € Nett € IR, on pose

n mn n

D (t) = Z eikt — Z ikt o Z o ikt

k=—n k=0 k=1

1. Vérifier que
s
VneN, J D, (t) dt =27
—7T

2. On suppose que t n'est pas un multiple entier de 27.
Vérifier que
sin[(n + 1/2)t]
Dn(t) = —————
n(t) sin(t/2)
3. Soith : [—m n — C, une fonction de classe €. Dé-
montrer que l'intégrale

Iy = Jﬂ h(u) sin(ou) du

tend vers 0 lorsque le réel o tend vers +oo.
On considere maintenant une fonction g : R — C, de
classe €% et 2m-périodique. Pour tout k € Z, on pose

1

ck(g) = '

J g(x)e ** dx.

4. Pourn € Nett e R, démontrer que
us

> el = o[ glt—wDaw du.

k=—n -7
5. En déduire que

n

D crlgle™t —g(t) = 2]—7[ [ﬁ he(w) sin[(n + 12)ul du

k=—n

ol h¢ est une fonction continue sur [—, 71 qu’on explici-
tera.

On admettra que la fonction h, est en fait de classe ¢!
sur le segment [, 71].

6. Au moyen d’une double intégration par parties, dé-
montrer que

cnlg) = (9(%) et cn(g)= O(—)

lorsque n tend vers +oo.
7.  Etablir que :

+o00 +oo
VEER, g(t)=Y calgle™+ Y c algle i,
n=0 n=1
Partie B. Coordonnées polaires

Le plan R? est muni de sa norme euclidienne cano-
nique. On suppose ici que f est une fonction de classe %2
et harmonique sur un ouvert U C RR.

Soient mp = (x0,y0) € Uetd > 0, un réel tel
que la boule fermée B(my,d) soit incluse dans U. Pour
(r,t) €]-6,8[ x R, on pose

g(r,t) = f(xo +rcost,yo + rsint).

8. Démontrer que la fonction g est de classe ¢ sur I'ou-
vert]—0, 8] X IR et que, sur cet ouvert, elle vérifie la relation
suivante.

02 0 02
22, 09 2%

o2 T or ot

Pour 0 < 1 < 9, on pose
7T 7T
IJ(r) :J g(r,t) dt:J' f(xo +rcost,yo + rsint) dt.
—7t —7T

9. Démontrer que 'application ] est de classe ¢ sur l'in-
tervalle [0, 8[. Prouver la relation

vogsr<s, 1]'(m)+]J'(r)=0.

U On évitera de passer trop de temps sur cette question !

10. En déduire que l'application | est constante sur [0, 5.



MP  Composition du 20 mars 2019

Partie C. Probléme de Dirichlet

On suppose ici que f : U — IR est une fonction har-
monique sur U qui atteint un extremum en un point mo
de U.

11. En utilisant les résultats établis dans la partie précé-
dente, démontrer que f est constante sur toute boule ou-
verte centrée en mg et contenue dans 1’ouvert U.

Pour la suite de cette partie, on considéere le carré

fermé
K = [0, 27] x [0, 27

et le carré ouvert
u =10, 27[ x ]0, 27[.
12. On considere une fonction continue
f:K—=R

harmonique sur l'ouvert U et identiquement nulle sur le
bord
oK=Knue

du carré. Démontrer que f est identiquement nulle sur K.
13. On cherche ici a construire une fonction f : K — R,
qui vérifie les conditions aux limites suivantes.

C1 - La fonction f est continue sur K.

C2 - La fonction f est harmonique sur U.

C3 - f(x,0) = sinx pour x € [0, 27].

C4 - f(x,2m) =0 pour x € [0,27].

C5- f(0,y) = f(2m,y) = 0 pour y € [0, 27].
Construire une fonction fy de la forme

fo(x,y) = 9(x)b(y)

et qui vérifie ces cinq conditions. Démontrer ensuite que
cette fonction fy est l'unique solution du probleme posé.

Partie D.

On note D(R), le disque ouvert de centre O = (0,0)
et de rayon R > 0. Par convention, si R = +oo, ce disque
ouvert est égal a R?.

On considere ici une fonction harmonique

Développement en série

f:DR)—C
et, pour tout 0 < r < Ret tout n € Z, on pose

1

Vn(r) = E

7T
J f(rcost,rsint)e "t dt.
—7t

14. En utilisant les calculs du 8., démontrer que la fonc-
tion v, vérifie

VO<T <R, 12/ (1) +1v.(r) —n?v,(r) =0.

15. Résoudre I'équation différentielle du 14. sur [0, R[ au
moyen du changement de variable r = e®.

16. En déduire, pour tout n € 7, l'existence d'un coeffi-
cient complexe a,, tel que

[

VO T<R, vu(r)=anr'™.

17. Démontrer que, pour tout 0 < r < Rettoutt € IR,
+oo +o00

f(rcost,rsint) = Z an(ret )™ + Z a_n(re ™,
n=0 n=1

18. On suppose que la fonction harmonique f : R? — C
est bornée sur R?. Démontrer que f est constante.

Partie E. Théoréme de D’Alembert-Gauss

On considere ici un polynéome P € C[X], supposé non
constant. Pour (x,y) € R?, on pose

f(x,y) = P(x + iy).
19. Exprimer les dérivées partielles

o or e o
ox’ 9y’ ox?’ oy?

al’aide des polynomes dérivés P’ et P”. En déduire que la
fonction f est harmonique sur R?.

20. Soit U, un ouvert du plan ot la fonction f ne s’annule
pas. Démontrer que la fonction

g= T
est harmonique sur U.

21. Démontrer qu'il existe un réel A > 0 tel que [P(z)| > 1
pour tout z € C tel que |z| > A.

22. En déduire une preuve du Théoreme de D’Alembert-
Gauss (dont on rappellera I'énoncé précis).



MP  Composition du 20 mars 2019

Solution [0 Fonctions harmoniques

Partie A.

1. Pour tout k € 7, la fonction [t — e'*!] est continue
sur R, donc intégrable sur le segment [—7t, 71] et

Noyau de Dirichlet

J eiOtdt:J 1dt =2n

cependant que

us

vk #0, J e“‘tdt:J Cosktdt—HJ sinkt dt = 0.
Par linéarité de l'intégrale,
J Dn(t)dt= ) J etkt dt = 2m.

k=—m“"T

2. Sit ¢ 2n7Z,alors et # 1 et t/; ¢ nZ, donc sin(t/) # 0.
Comme e't # 1, on déduit de la formule de la somme
géométrique que

(eit)Zn—H 1

—int
¢ ett —1

Dn(t) =

et en factorisant par I'angle moitié (au numérateur et au
dénominateur) que

_ 2isin[(2n + 1)t/2] _ sin[(n + 1/2)t]

Pl Zisin(t/2) sin(t/2)

3. Comme « tend vers +oco, on suppose pour commen-
cer que o > 0.
On integre par parties :

L — [h(—7m) — h(7m)] cos(xm)
« o

] 7T
+— J h'(u) cos(au) du.
XJ_m
Les fonctions h et h' sont continues sur le segment [—, 7],
donc elles sont bornées et
Vue [-mna, [hu)<[h, et [h'(u)<[h'.

On déduit alors de I'inégalité triangulaire que

[h(—7) — h(7)] cos om‘ . 2|
o R

et comme
Vue [-mmal, |h'(u)cosou| < |[h']

on déduit de I'inégalité de la moyenne que
us
‘ J h' (1) cos au du’ < 27|/ -
—7t

L'inégalité triangulaire méne alors a

2|l + 2]l

Vo> 0, x

al <

ce qui se traduit par

=)

et donne en particulier : limy— 40 I« = 0.

4. On considere ici une somme qui ne compte qu'un
nombre fini de termes et chaque terme estl'intégrale d'une
fonction continue sur un segment : on peut donc invoquer
la linéarité de I'intégrale.

Z Ck(g)eikt _ ;_TEJ g(X) Z eik(tfx) dx

k=—n k=—mn

On effectue alors le changement de variable affineu = t—x
(et donc du = — dx) en pensant a bien changer les bornes
de l'intervalle d’intégration :

—MXSTT &~ t+nm>2u>t—m

On en déduit que

7T t+m
J g(x)Dn(t—x) dx:J g(t—u)Dy(u) du.
—TT t—m
Les fonctions g et Dy, sont 27m-périodiques, donc l'inté-
grande
[w—= gt —u)Dn(uw)]
est 2m-périodique. Par conséquent, l'intégrale sur une pé-

riode ne dépend pas de la période choisie et on obtient
finalement

1

> el = o[ glt—wDa(w) du.

k=—m
5. Dapres1,,

1

9t) = g(t) x 1= -

| gtwpntu)du
D’apres 2., pour u € [—m, 7] non nul,

g(t)Dn (w) = -3V

o) x sin[(n + 1/2)u].

La relation du 4. et la linéarité de l'intégrale incitent alors
a poser

glt—w—g(u)

hifu) = sin(u/2)

VO <u <m,

Comme g est de classe %', il est clair que la fonction h
ainsi définie est continue sur

[~m, 0[U]0,7]
mais on déduit aussi de la formule de Taylor-Young que

_ —ug’(t) + o(u)
Relu) = u/2 + of(u)
et donc que h¢(u) tend vers —2g’(t) lorsque u tend vers 0.

En posant
h(0) = —2g'(1),

on définit alors une fonction continue sur le segment
[—m, 7] telle que

mn

> cnlghe™ —g(t) = 3 | hofwsinl(n-+ Yl du

k=—mn

pour tout t € R.
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6. On se restreint au cas n # 0 (puisque, de toute facon,
I'entier n tend vers l'infini).

Comme la fonction g est de classe %, on peut inté-
grer deux fois par parties. De plus, elle est 2m-périodique,
donc g’ est aussi 2m-périodique et

g'(—m) = g'(n).

(—=1)™, donc

g(—m) =g(mn) et

En outre, e~ "7 = einT —

2mtcn(g) = [_—]g(x)e*i""r + lJn g’(x)e '™ dx
" in o in ).
1T (" ;
_ H J'_T[ g/(x)e—lnx dX,
2inmen (g) = {_—]g’(x)e’m"rT + 1 Jn g”(x)e ™ dx
" in - in ),
1T (" ;
— ._J' gll(x)e—lﬂx dx.
in)_,
La fonction g” étant continue sur le segment [, 7], elle y

est bornée et
vxel-mm, |g"(x)e™ < g"

d’ot, pour tout [n| > 1,
s
nren(gl < | 9"l dx = 2nlg”
—7t

et en particulier
1
i =o()
n(g) 3
lorsque |n| tend vers +oco.
7. D’apreés la question précédente,

Yn>1,vVteR,

len(g)e’

Le majorant est indépendant de t et on reconnait le terme
général d"une série convergente. Par conséquent, les séries
de fonctions Y cn(g)e™ et Y c_n(g)e ™' convergent
normalement sur R, ce qui prouve l’existence du second
membre de la formule a établir.

0 Comme la fonction hy est de classe €' sur [—m, 7] (ad-
mis par I'énoncé), on peut lui appliquer le résultat du 3.
aveca = (n+1/2):

vVtelR,

n—oo

lﬂ Jﬂ hi(uw)sin[(n + 1/2)u] du —— 0.

On peut alors déduire de 5. que

n

Z ck(g)et™ —g(t) 0
k=—m

c’est-a-dire
+oo ) +o0o )
VteR, g(t)=) cnlgle™ + > c nlgle ™.
n=0 n=1

Partie B.
8. Commengons par remarquer que

v (r,t) €1-58,8[ x R,

Coordonnées polaires

(x,y) = (xo + rcost,yo + rsint)
€ [[[(x,y) —mol| < 8]
c U.

En particulier,
V(r,t) €]-8,8[ x R, Af(xo+rcost,yo+rsint) =0

puisque f est supposée harmonique sur U.
O On sait que les applications coordonnées

[(ryt)—1] et [(rt)—t]

sont de classe €% sur R%. Par composition et produit, les
fonctions [(r,t) — rsint] et [(r,t) — T cost] sont donc de
classe €% sur R?.

Par restriction, la fonction
[(r,t) — (xo + rcost,yo + rsint)]

est de classe €2 de ]—5, 5[ x R dans B(my, §) € U. Comme
f est de classe ¢ sur U, on en déduit par composition que

g=I[(t,r) — g(r,t) = f(xo + rcost,yo + rsint)]

est de classe €% de -5, 5[ x R dans R.

O Pour établir I'équation aux dérivées partielles vérifiée
par g, nous allons appliquer la régle de la chaine (et faire
preuve de persévérance).

dg of 0Ox

af of dy of of
or  Ox Or

. = t. — int- —
3y or Ccos ox + sin 3y

On recommence en dérivant cette combinaison linéaire et
en appliquant le Théoréme de Schwarz (puisque f est de
classe €?).

g d ,0f\ . 0 /0f

I _ t—( — t—( —

orz ~ % %r ( ax) s or ( oy )
= cos? tﬁ + sinZtﬂ + sin? ta—zf
N ox2 oxdy oy

On en déduit que 'expression

o’g g
2— E—
"o T or
est égale a
,0%f 5 0% 0%f of of

bl LT MV IR AT I
o TY g T %%ay T ok MYy
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(puisque x = rcost ety = rsint). On recommence, avec
la variable t cette fois.
dg of ox of Jdy rsint of L+ rcost of
ot ox ot 0dy ot ox oy
On continue, en remarquant qu’il s’agit cette fois de déri-
ver deux produits (et on applique a nouveau le Théoréeme
de Schwarz). On obtient alors :

02f

9%g of of
Yoxdy

2 - ox Yoy

za—Zf +x
ox?

2%
oy?

et on en déduit enfin que, pour tout (r,t) € |-5,5[ x R,

20%g  9g  0%g
12

392 +ra + Froie (x? +y?)Af =0
puisque f est harmonique sur I'ouvert U (cf. remarque pré-
liminaire).
9. Il s’agit bien entendu d’appliquer le Théoreme de dé-
rivation sous |.

0 Régularité. Pour tout t € I = [—m, 7, la fonction

[r— (T,t)]

est de classe ¥ de R dans R? (la premiére composante est
linéaire, la seconde est constante) et donc, par restriction,
de classe €% de Q = ]—6, 5[ dans

]-6,5[ x R.

D’apres 8., la fonction g est de classe €2 sur cet ouvert,
donc par composition, la fonction

[r—g(r,t)]

est de classe €2 sur Q.
O Intégrabilité. De méme, pour tout r € (), la fonction

(t— (r,1)]

est continue de R dans R? et donc de I dans Q x I et
comme g est de classe %2 sur Q x IR, alors les fonctions

2
[t — g(r,t)], [t — %(r,t)} et {t — %(r,t)}

sont continues sur le segment I et donc intégrables sur I.
0 Domination. Comme f est de classe €2 sur U, les
fonctions

0%f
oxoy

0%f  93f

o2 oy?’

ar o
) aX) ay)

sont continues sur U et en particulier sur le compact
B(mo, 8). Elles sont donc bornées sur ce compact. Or

(xo +Tcost,yo + rsint) € B(mo,d)

pour tout r € Q et tout t € I, donc on peut déduire des
expressions trouvées au 8. que les trois fonctions
dg d%g
9 or’ or2

sont bornées sur Q x L.

Comme l'intervalle d’intégration I est un segment,
toute fonction constante est intégrable sur I, ce qui prouve
la domination : on a bien trouvé, pour chacune de ces trois
fonctions, un majorant indépendant de r € Q et intégrable
sur L.

D’apres le Théoreme de dérivation sous |, la fonction
] est de classe €2 sur Q =]—5, 5[ et

Vrel-5,58[, ]’(T)Jﬂ a—g(r,t)dt

G

7T 2
1 (r) =J 99, 1 dt.

2
_p Or

REMARQUE.— Il est facile de vérifier que ] est une fonction
paire : on n’apporte rien au sujet en travaillant sur |—5, §[
plutot que sur [0, 5]

O Grace a la relation établie au 8., pour tout 0 < r < 9,

52
211 / — _9
RO I = TPt
_ 99 01" 299 99
B {at (T’t)} e TR AL
Or (on a fait ces calculs au 8.)
0
So () = 1= (x0 = 1,)
donc
vo<r<s, r]7(r)+1)/(r)=0.

En simplifiant par r, on en déduit que

Vo<r<d, v]"(r)+TJ'(r)=0.
(Noter I'apparition d"une inégalité stricte pour ne pas divi-
ser par zéro...) Comme les deux membres de I'identité sont
des fonctions continues sur ]—9, d[ (puisque ] est de classe
%2 sur cet intervalle), on peut prolonger cette identité par
continuité :

vo<r<s, t]’(r)+]'(r)=0.
(Noter cette fois la réapparition, justifiée, de 1'inégalité
large!)
10. En résolvant l'équation différentielle sur 10,5[, on
trouve qu’il existe une constante K telle que

Vo<r<d, J(r)=

K

o

Or ] est de classe €2 sur ]—6, 8, donc ] doit rester bornée
au voisinage de r = 0, donc la constante K doit étre nulle.
Par conséquent,

vo<r<d, J'(r)=0
et, par continuité de ]’ enr = 0, on a J'(r) = 0 pour tout
0<r<a.

Comme la dérivée ]’ est nulle sur Uintervalle 10, 3], la
fonction | est constante sur [0, .
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Partie C. Probléme de Dirichlet

11. Considérons pour commencer une boule fermée
B(mo, ) contenue dans I'ouvert U. D’apres 10., la fonction
] est constante sur [0, [, donc

Vo<r<yd, J(r)=]J(0)=2nf(mo).

Par linéarité de l'intégrale,

0=7J(0)—=J(r)

7T
= J f(mo) — f(xo + rcost,yo + rsint) dt.
—T7T

La fonction
[t — f(mo) — f(xo + rcost,yo + rsint)]

est continue (par continuité de f) sur le segment [—, 7], de
signe constant (positive si f atteint un maximum en mgy ou
négative si f atteint un minimum en my) alors que son in-
tégrale sur [—m, 7] est nulle. Par conséquent, cette fonction
est identiquement nulle, ce qui prouve que

Vtel-mn,Vo<r<yd,
f(xo + rcost,yo + rsinr) = f(mo)

ou, autrement dit, la fonction f est constante, égale a f(m,)
sur la boule ouverte [||m — mo|| < d].
0 Considérons maintenant la boule ouverte

[lm—my| < r] C U.

Pour tout point m dans cette boule, il existe un réel 5 tel
que
[[m—mp| <&<m.

La discussion précédente, sur la boule fermée B(my, o),
montre que f(m) = f(mo) et donc que f est constante sur
la boule ouverte de centre mg et de rayon .

12. L'ensemble K est fermé et borné dans R?, espace de
dimension finie, donc compact. Comme f est continue sur
le compact K, elle atteint un minimum et un maximum sur
K. Nous allons discuter sur I'endroit ot f atteint son mini-
mum.

O Sile minimum est atteint en un point my du bord 0K,
alors ce minimum est nul et la fonction f est positive sur
K.

O Siau contraire le minimum est atteint en un point mg
de U, la fonction f est constante sur le disque ouvert de
centre my et qui est tangent au bord oK.

A

27‘[:

oK

Par continuité de f sur K, la valeur (constante) de f sur ce
disque ouvert est égale a la valeur de f au point de tan-
gence avec 0K, c’est-a-dire nulle. Le minimum de f sur K
étant nul, on en déduit que f est positive sur K.

O Ainsi, quel que soit I'endroit ol le minimum est at-
teint, la fonction f est positive sur K. Si elle n’est pas iden-
tiquement nulle, alors son maximum est strictement po-
sitif et par conséquent, il est atteint en un point m; € U
(puisqu’il ne peut pas étre atteint sur le bord 0K).

Le méme raisonnement que pour mo nous conduit a
la conclusion suivante : f(my) = 0. Comme le minimum et
le maximum de f sont nuls, on en déduit que f est identi-
quement nulle sur K.

13. On va construire une solution fy par analyse et syn-
these.

0 Si ¢ et sont deux fonctions de classe €2 sur [0, 27,
alors fp est continue sur le compact K (contrainte C1) en
tant que produit de la fonction continue

K —[0,2n] — R
xy)— x  —e(x)

par la fonction continue

K —[0,2n] — R
yl— y  —U(y)

et de classe ¢ sur I'ouvert U (contrainte C2) en tant que
produit de la fonction €

R
o(x)

u —10,2n]

—
(xy)— x

par la fonction %2

u —lo2n— R
5yl— y —by)

(on ne sait pas vraiment ce qu’est une fonction de classe
%2 sur un compact...).
D’apres la condition C3,

@(m/2)P(0) =sin7/2 =1

donc P(0) # 0. Comme fo est un produit et qu’on ne fait
aucune hypothese sur les facteurs isolés, on peut supposer
sans restriction pour la suite que P(0) = 1 et donc (tou-

jours C3) que
Vxel[0,2n, @(x)=sinx

ce qui est cohérent avec C5.
On vérifie facilement que

Vixy) e U, Afolxy) =" (x)(y) +ex)"(y)
et la contrainte C2 nous conduit alors a
P (y) —Py) =0

(en choisissant x = 7). On en déduit qu’il existe deux
réels A et B tels que

Yy €10, 2n],

Vyelo,2nl, VP(y)=Achy+ Bshy.
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Comme 1 est, par hypothese, continue sur [0,27], de
méme que le second membre de cette identité, on en dé-
duit qu’en fait

Vy e [0,2n], W(y)=Achy+Bshy.

Or P(0) = 1 (choisi plus haut) et P(27r) = 0 (d’apres la
contrainte C4 avec x = 7/>), donc

ch2m

b(y) =ch ~shy.

0 Réciproquement, on vérifie sans peine que la fonction

sinx sh(2m —y)

fo= sh 27t

(x,y) —

est continue sur K, de classe €2 et harmonique sur U et
vérifie aussi les contraintes C3, C4 et C5.

O Sion adeux solutions fyp et f; au probleme posé, alors
la différence f1 —f est continue sur le compact K, de classe
%? et harmonique sur 'ouvert U (par linéarité du lapla-
cien) et nulle sur le bord 0K ! D’apres 12., la fonction f; —fg
est identiquement nulle sur K, ce qui prouve que la solu-
tion fo qu’'on vient de construire est la seule solution pos-
sible.

Partie D.

14. On procede comme au 9. en exploitant les résultats
du 8. : le facteur et est continu en fonction de t, borné
par 1 et indépendant de 1, donc son impact est nul dans la
démonstration.

Ainsi, la fonction v;, est de classe €2 sur JOFO —Ret

-1 (" 62 —in
:EJ Wg(r,t)e tdt

Développement en série

(1) + v (1)

pour tout 0 < v < R. On intégre une premiére fois par
parties :

_. Ot?

car, comme on l’a vu au 9.,

7T
. d .
e Mtdt = inJ a—f ce mtdg
—7t

99,

29 (5,m) = 99

= a(r, —71).

On integre une seconde fois par parties :

7T azg
Lﬁg

7T
ce Mt dt = —n? J g(r,t)e "t dt

—7t
car (pour les mémes raisons) g(r, ) = g(r,—m). On en dé-
duit alors que

VO<T <R, 12/(1) +1v/(r) =nvy(r).
15. Commengons par remarquer que
0<r=e*<R & s<{nR.

Comme v,, est une fonction de classe €2 sur [0, R], 1a fonc-

tion
Wy = [s = vn(e®)]

est de classe €% sur |—oo, In R[ et

w!(s) = e?*v/(e%) + e*v] (e%).

En substituant e® a r dans

rzv{{(r) + 1y, (1) — n%vn (1),

on aboutit a

vn(e®) = wyl(s) —n?wn(s)

(e5)%v/(e*) + eSv/ (ef) —n
ce qui prouve que wy, est une solution de
Vs<mR, y”(s)—n?y(s) =0.
O Sin =0, il existe deux constantes A et B telles que
Vs<{nR, wy(s)=A+Bs

donc
VO<T<R, vo(r)=A+Binr.
O Sin # 0, il existe deux constantes A et B telles que
Vs<{nR, wu(s)=Ae™ +Be "
donc 5
VO<T<R, vp(r)=Ar"+—.
rm

16. Quel que soit n € 7, la fonction vy, est continue en
T = 0, donc reste bornée au voisinage de r = 0. D’apres les
expressions trouvées a la question précédente, la constante
B doit donc étre nulle pour n = 0 et pour n > 1, cependant
que la constante A doit étre nulle pour n < —1.

En conclusion, pour tout entier n (nul ou non), il

existe une constante K, telle que
VO<T<R, wvn(r)=Kyrm,

17. Comme f est supposée de classe ¢’ sur I'ouvert D(R),
pour tout 0 < r < R fixé, la fonction composée

t+— (rcost,rsint) — f(rcost,rsint) = g(t)

est de classe €2 et 2r-périodique sur R. On peut alors dé-
duire de 7. que

+oo +oo
VteR, g(t)=) calgle™+ > c nlge ™
n=0 n=1
c’est-a-dire (d’apres 16.)
+oo +oo
f(rcost,rsint) = Z v (r)et™t + Z Vo (t)e it
n=0 n=1
pour tout 0 < r < Rettoutt € R.

18. On suppose ici que R = +o0.
Si f est bornée sur R2, alors

Vr>0,Vte|[—mnml,

f(rcost,Tsint)e ™| < ||f]|

et donc

Vr>0, ]vn(r)] < ] o
Ainsi, chaque fonction v;, est bornée sur R. Or, d’apres
16.,

|

Vr>0, vo(r)=a,r™.

Par conséquent, pour tout n # 0, il faut que la constante

an, soit nulle et d’apres I'expression du 17., il reste :
Vr>0,VteR, f(rcost,rsint)=aqp

ce qui signifie que la fonction f est constante sur R2.
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Partie E. Théoréme de D’Alembert-Gauss
19. Pourtoutn > 1,

ol(x +1iy)™]

o o yn—1
™ =n(x+ iy)
ollx+iy)"l . N
et o =in(x+1iy)" .

Ces égalités sont évidentes pour n = 1 et peuvent étre éta-
blies par récurrence sur n au moyen de la formule de Leib-
niz (dérivation d"un produit).

On en déduit par combinaison linéaire que

of . of ., .
™ =P (x+1iy) et o =1iP’'(x + iy),
donc que
o%f ) o%f )
33 =P"(x+1iy) et o7 =—P"(x+iy)

et finalement que Af = 0.

REMARQUE.— On ne peut pas appliquer la regle de la
chaine ici, car il faudrait pour cela considérer P comme
une fonction de la variable complexe z et (pour le mo-
ment...) on ne sait pas ce que signifie la dérivabilité par
rapport a une variable complexe! (La lecture rigoriste du
programme implique de considérer la dérivation des poly-
ndmes comme un endomorphisme de K[X] ou comme un
endomorphisme de ¥*° (IR, R) mais interdit de la considé-
rer comme un endomorphisme de €*°(C, C).)

20. On peut appliquer la regle de la chaine avec les for-

mules établies au 19. pour calculer le laplacien de g. Tout
d’abord

og  —1 of of
ox  [f(x,y)? ox 9-% ) ox’
On en déduit que
02 g of , O%f
Z9_ 9 = . i
o2 9t0y) - 57 5 — 9 YT 55
0f\2 0%f
_ 3.(Z22) 2,2
=2g(x,y) (6x) 9(x,y) 32
(dérivation d'un produit).
Par symétrie,
9%g of \ 2 0%f
~— 2 3.(=—) — 2.,
ay? 9(x,y) (6y) 9(x,y) o2

Par conséquent,

of\2 of\2
— 943 e 9T\ _ 2 ,
Ag =29 (x,y) [(ax) *’(ay) } 9 (x,y) - Af.
Or f est harmonique par 19., donc Af = 0 et d’autre part,
d’apres 19. aussi,

of\ 2 of\2 - / . 2 D/ . 2 _
(a) + (@) =[P (x + 1Y)l + [iP'(x +iy)]= =0
donc la fonction g est bien harmonique.

21. Comme le polyndéme P n’est pas constant, son degré
d est supérieur a 1 et

P(z) ~ agqz®

lorsque z tend vers l'infini. En particulier,

lim |P(z)| = +o0

Z—00

donc il existe A > 0 tel que

Vi[> A, [P(z)| > 1.

22. Voici un énoncé du Théoreme de D’ Alembert-Gauss :
Tout polynome de C[X] dont le degré est supérieur a 1 (= poly-
ndéme non constant) posséde au moins une racine complexe.

REMARQUE.— On peut proposer des variantes, plus éla-
borées mais équivalentes. Par exemple : Tout polyndme de
CIX] dont le degré est supérieur a 1 est scindé dans C[X].

O Sila fonction polynomiale non constante f ne s’annule
nulle part sur R?, alors [20.] la fonction g est harmonique
sur U = R2. Avec le réel A choisi au 21., on a

VizZl > A, |g(z)] < 1.
Par ailleurs, le disque fermé [|z| < A] est compact (fermé
borné dans un espace vectoriel de dimension finie), donc
la fonction continue g est bornée sur ce disque fermé.
Ainsi, la fonction g est bornée sur R? et harmonique [20.]
sur R?, donc elle est constante sur R? [18.].

Mais comme f est une fonction polynomiale non
constante, son inverse g tend vers 0 au voisinage de 1'in-
fini. Comme cette fonction ne s’annule jamais, elle ne peut
donc pas étre constante : la contradiction est manifeste.

On a ainsi démontré que f s’annulait en un point de

R? au moins et le Théoreme de D’ Alembert-Gauss est éta-
bli.



