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Composition de Mathématiques
Le 23 mars 2022 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

R

& | — Probléme <
On étudie ici I'équation différentielle
Py () + a(x)y'(x) + b(x)y(x) =0 (E)

ot a et b sont deux applications continues sur R.

On note S (resp. S7), 'espace vectoriel des fonctions
qui vérifient I'équation (E) sur l'intervalle I = ]0,+o0[
(resp. sur l'intervalle | = ]—o0, 0[).

1. Donner (sans justification) les dimensions des espaces
vectoriels S* et S

2. On considere 'application linéaire ¢ :
définie par

S— ST xS~

Vfes, @(f) = (f1, fy)

ou fy (resp. fy) est la restriction de f a I'intervalle I (resp. a
l'intervalle J).

Donner le noyau de l'application ¢ et en déduire que
dim S < 4.
3. Dans cette question seulement, on consideére a(x) = x
et b(x) = 0. Autrement dit, I'équation (E) devient :

Xzy "

(x) +xy’(x) =0.

3.a. Déterminer ST et S™.

3.b. Endéduire S et donner (sans entrer dans les détails)
la dimension de S.

4. Dans cette question, on suppose que 1'équation (E)
prend la forme suivante.

x2y” (x) — 6xy’(x) + 12y(x) = 0.

4.a. Déterminer deux solutions de la forme y(x) = x*
sur I'intervalle I (ot « est un réel). En déduire S*, puis S~
4.b. Déterminer S et donner la dimension de S.

5. Comment choisir les fonctions a et b pour que
dimS =07

15 On pourra s’inspirer de la question précédente.

< Il — Probléme <&

On note F, 'espace vectoriel réel des polyndmes i coefficients
réels et, pour tout n € N, on note Fy,, le sous-espace des
polynomes de degré inférieur an.

On rappelle qu’il est possible d’identifier polyndme a coeffi-
cients réels et application polynomiale de IR dans IR.

On note w, l'application indéfiniment dérivable de R dans R
définie par
vVxeR, w(x) =e

On note E, I'ensemble des applications continues
u:R—R

telles que le produit w?w soit intégrable sur R. Etant don-
nées deux applications w et v appartenant a E, on pose

(ulv) = 1 J+oo U.(x)V(x)€”‘Z dx

\/F[ —o00
et enfin ||ul| =/ (ulu).

On rappelle enfin la valeur de I'intégrale de Gauss :

vmeR,

“+00 5
J e (M) dx = /m.

—00

Partie A.
1.a.

Une structure préhilbertienne sur E
Vérifier I'inégalité suivante.

1
V(o B)ERE,  ap < 5(o? +B)
1.b. En déduire que la quantité (u|v) a un sens, quels
que soient u et v dans E.
1.c. Démontrer que E est un espace vectoriel réel.
2. Démontrer que l'application (u,v) — (u|v) est un
produit scalaire sur E.
L'application w — ||ul|| est donc la norme associée a ce pro-
duit scalaire.
3. Démontrer que l'espace F est contenu dans E.
On admet que le produit scalaire sur E défini dans I'introduc-

tion induit (par restriction) un produit scalaire sur F ainsi
que sur chacun des Fr,, n € N.

Partie B. Polynémes d’Hermite

Pour tout n € N, on note Hy, l'application de R dans R
définie par

VxeR, Hn(x)=(—1"ewM(x).

Par convention, Ho(x) = 1 pour tout x € R.

4. Calculer les expressions Hy (x), Ha(x) et Hz(x).
5.a. Démontrer la relation suivante.

vyneN, VxeR, Hpp1(x) = 2xHyp (x) — HY (%)

n
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5.b. Vérifier les expressions Hj(x), Ha(x) et H3(x) a
l'aide de cette relation.
5.c.  Calculer I'expression Hs(x).
5.d. Déduire enfin de cette relation que H, est un poly-
ndéme de degré n, quel que soit I'entier n € IN.

On précisera le coefficient dominant de Hy.
6. Démontrer la relation suivante.

VnelN, VxeR, Hn(—x) = (—=1)"Hn (x)
Que peut-on en déduire, en termes de parité, sur I'appli-
cation H,, ?
Partie C.
d’Hermite

7. Soit n € N. Démontrer que la famille (Hy )ogkgn est
une base de F,,.

8.a. Démontrer la relation suivante a I’aide d’une inté-
gration par parties.

VneN"VPeF

Interprétation hilbertienne des polynémes

(P'|Hn-1) = (P|Hp).
8.b. En déduire que

YneNVPeF, g, (PIHy) =0.

8.c. Soitn € N.Démontrer que la famille (Hy )Jogk<n est
orthogonale pour le produit scalaire (-|-) sur F.

9. Soitn e N.

9.a. Démontrer que ||Hq||* = (HT [Ho).

9.b. En déduire la valeur de |Hy||.

Partie D. Un endomorphisme symétrique

On notera Idy, l'identité sur F.
On note f, g et h, les applications de F dans F définies par

VPeF, f(P) = —P"” 4+ 2XP’ + P,
g(P) = 2XP — P/,

h(P) =P

Ainsi, par exemple,

g(P)(x) = 2xP(x) — P'(x)

pour tout P € F et tout x € R.

10. Démontrer que f est un endomorphisme de F.
11.a. Etablir que

goh=f—Idf
11.b. En déduire que

etque hog=f+Idr.

fog—gof=2g.

12. Soient A € R et P € F tels que f(P) = AP. Démontrer
que
f(g(P)) = (A+2)g(P).
13.a. Calculer f(Hp).
13.b. Calculer g(Hy) pour tout k € N et en déduire que
VkeN, f(Hx) = (2k + T)Hx.

14. A l'aide d’une intégration par parties, démontrer la
relation suivante.

v (P,Q) € F, (P1Q") = (f(P)IQ) — (PIQ)

15. Soitn € IN.
15.a. Démontrer que f(P) € F,, pour tout P € Fy,.

” On notera fy, 'endomorphisme de Fr, induit par restriction
de faF,.

15.b. Démontrer que f, est un endomorphisme symé-

trique de F,.

15.c. Donner une base orthonormale de F,, constituée de

vecteurs propres de f;,.

Partie E. Quelques fonctions exponentielles

Pour tout a € R, on considere 'application ¢, : R = R

définie par

Vx eR, @q(x)=e.

16. Démontrer que @, € E pour tout a € IR.
17. Démontrer que

¥ (a,b) €R?,  (@alpy) = ell@0)/2,

18. Déterminer la nature de la série

-2
D e ygall

19. Démontrer que la série

Y loysl™

converge et calculer sa somme.

Partie F. Application aux probabilités

On considere la fonction © définie sur R par

+oo 5
VxR, (D(x):J et dt

X

et les fonctions G et K définies sur R par

7Xz 7X2

Vx>0, Gx)= (3—( - z]?)eT et K(x) = ezx .
20. Démontrer que @ est indéfiniment dérivable sur IR et
préciser sa dérivée.

21.a. Déterminer les limites au voisinage de +oo des
fonctions @, G et K.

21.b. Déterminer les sens de variation des fonctions G—®
et ® — K.

21.c. En déduire ’encadrement suivant.

Vx>0, G(x) < D(x) < K(x)

21.d. Démontrer que, lorsque x tend vers +oo,

D(x) ~

2x
22. Soit ¢ > 0. Démontrer que

D(x) — DO(x+¢)

o) =1.

lim
X—+00

Ce résultat traduit le fait que, pour une variable aléatoire X
suivant la loi de Gauss, la probabilité conditionnelle

PX<x+4+c|X>x)

tend vers 1 lorsque x tend vers +oo.
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Solution | % Equations différentielles

1. dimST =dimS~ =2

REMARQUE.— Sur les intervalles I et ], 'équation (E) peut
étre écrite sous la forme d’une équation différentielle li-
néaire homogene du premier ordre a coefficients continus
et sous forme résoluble :

£<U(X)>< 0 1 )(y(X))
dx \y'(x)) — \7P(Ae —alxhe J\y'(x))

Comme, sur cette écriture, I’espace des phases est un plan
vectoriel, alors 1’espace des solutions est lui aussi un plan
vectoriel.

2. Soit f € §, un vecteur du noyau de ¢. Alors les res-
trictions fy et fj sont identiquement nulles :

Vx<0, f(x)=0 et Vx>0, f(x)=0.

Comme f est continue en 0, on en déduit que f(0) = 0 et
donc que
VxeR,

Ainsi, le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul.

f(x) =0.

REMARQUE.— Inutile de vérifier que ¢ est bien définie de
S dans ST x S~ et linéaire, on fait confiance a 1’énoncé! Il
est cependant nécessaire de se poser la question et raison-
nable de prendre quelques instants pour s’assurer qu’iln’y
a pas de difficulté cachée.

@ On a ainsi démontré que @ était injective. D’apres le
Théoreme du rang,

dimS =dimImf
et comme Imf C ST x S~, on en déduit que
dimS < dim(ST x §7) =dimS"T +dim S~ =4.

3.a. Il s’agit en fait d’une équation du premier ordre en
z(x) =y'(x).

. Une fonction y de classe ¢’ sur I appartient a S* si,
et seulement si,

vxel, xz/(x)+z(x)=0.

Ainsi, y appartienta S* si, et seulement si, il existe un réel
A4 tel que

A

t

vxel, z(x)=

Autrement dit, y appartient a ST si, et seulement si, il
existe deux réels A et p tels que

Vxel, ykx)=AInx+p,.

. De la méme maniere, une fonction y de classe ¢ ap-
partient a S~ si, et seulement si, il existe deux réels A_ et
p_ tels que

VxeT], yx)=A_In(—x)+p_.

3.b. Siy e S, alorsyr € ST etyy € S, donc il existe
quatre réels a, b, c et d tels que

Vx <0,
Vx>0,

y(x) = aln(—x) +b
y(x) =clnx+d.

Or y est de classe ¢% sur IR, donc en particulier continue
enx =0.
I1 faut donc d’une part que

a=c=0
(pour que y admette une limite finie) et d’autre part que
b=d

(pour que la limite a gauche et la limite a droite coincident
enx = 0).
@ Réciproquement, il est clair que toute fonction cons-
tante sur R est une solution de (E) de classe ¢ sur RR.
@ L'espace vectoriel S est I'ensemble des fonctions
constantes sur R et
dimS =1.

4.a. Lapplication y = [x — x?%] est de classe €% sur |
pour tout & € R. C’est une solution de (E) sur I si, et seule-
ment si,

Vx>0, [oc(oc—1)—6oc+12} x*=0

c'est-a-dire si « = 3 ou ot = 4.
Comme dim ST = 2 et que les fonctions [x — x| et
[x — x*] ne sont pas proportionnelles, on en déduit que

ST = Vect([x — x*], [x = x*]).

@ Comme les exposants trouvés précédemment sont en-
tiers, il est clair que y appartient a S~ si, et seulement si, il
existe deux réels a et b tels que

VxeJ], yx)=a-x>+b-x"

4.b. D’apres la question précédente, siy € S, alors il
existe quatre réels a, b, c et d tels que

{Vxe],

Vx el

yx) =a-x*+b-x?
yx) =c-x>+d-x%

Réciproquement, quels que soient les réels a, b, cet d,
siy(0) =0, si
VxeJ], yx)=a-x>+b-x*
etsi

Vxel, ykx)=c-x>+d-x,

alors y est de classe ¢ sur ]—oo,0] et sur [0,+oo[ (en
tant qu'application polynomiale) et comme les développe-
ments limités a I’ordre 2 coincident en x = 0, on en déduit
que y est de classe ¢ sur R.

11 est clair, d’aprés la question précédente, que y est
alors solution de (E) sur R tout entier.

On a ainsi décrit les vecteurs de S, ce qui prouve que

dim S = 4.

5.  On cherche une équation analogue admettant sur I et
sur | des solutions [x — x*] avec o < 0 : de la sorte, on
sera dans l'impossibilité de raccorder les solutions de part
et d’autre de l'origine.
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Siax=—1ouwx=—2,alors
0=0o?+3ax+2=a(c—1)+4do+2.

Les calculs de la question précédente montrent que les so-
lutions de I'équation différentielle

x2y” (x) +dxy’ (x) + 2y(x) = 0

sont de la forme
a b

x  x?
sur [ et sur J.

Pour qu’une solution soit de classe ¢ sur R, elle doit
au moins rester bornée au voisinage de x = 0 (par conti-
nuité). Il faut donc qu’elle soit identiquement nulle sur I
et sur | et par conséquent identiquement nulle sur R tout
entier.

Avec a(x) = 4x et b(x) = 2, I’'espace S des solutions
sur R est réduit au vecteur nul.

Solution Il % EM Lyon 2008 - Maths | - S
Partie A. Une structure préhilbertienne sur E
1.a. Il suffit de remarquer que
o? + p? (o« —B)?
z ¥ - = M S
> b > 20

quels que soient les réels o et 3 (positifs ou non).
1.b. SoientuetvdansE.

Le produit u.v.w est une fonction continue sur R.
D’apres la question précédente, pour tout x € IR,

[u(x).v(x).w(x)| < % S (x).w(x) + % v (x).w(x).
Par hypothese, les fonctions u?.w et v2.w sont intégrables
sur R donc, par combinaison linéaire, le majorant est in-
tégrable sur R et, par comparaison, le produit u.v.w est
intégrable sur IR.

Par conséquent, ’expression (1|v) a bien un sens.
1.c. Lensemble E est contenu dans l'espace vectoriel
des applications continues de R dans IR.

Il est clair que 'application identiquement nulle w est
continue et que le produit w?.w = w est intégrable sur R.

Enfin, si u et v appartiennent a E alors, pour tout réel
A, la combinaison linéaire A - u + v est continue sur R et,
d’apres [1.b.],

A u+v)2-w=A 1w - w+v - wH+2Au-v-w
est une combinaison linéaire d"applications intégrables sur
R, donc A - u + v appartient bien a E.

Cela prouve que E est un espace vectoriel réel, en tant
que sous-espace de €°(R, R).
2. Onsait [1.c.] que E est un espace vectoriel et [1.b.] que
(-]-) estune application de E x E dans RR.

L'application (-|-) est évidemment bilinéaire et sy-
métrique sur E x E.

Pour tout u € E, il est clair que (u|u) > 0 (intégrale

d’une fonction positive).

Enfin, si (u|u) = 0, alors u? - w est une fonction

continue et positive sur R dont l'intégrale est nulle. Par
conséquent,

VxeR, u?(x)w(kx)=0

et comme w(x) > 0 pour tout x € R, on en déduit que

VxeR, u(x)=0.

Ainsi, (-|-) estune forme bilinéaire symétrique et définie
positive sur E x E, c’est-a-dire un produit scalaire sur E.
3. Soitu € F:l'application u est évidemment continue
sur R et il existe un entier d € N tel que

ulx) = OK9),

x—too

donc

car

VneN, e ™ = exp [—xz + ndnlx|] — 0
X— 100

par croissances comparées de x> et de {nx.
L'application u?-w est donc intégrable aux voisinages
de o0 et donc intégrable sur R. Cela prouve que F C E.

Partie B.
4. On calcule successivement w'(x), w”(x) et w3 (x)
(les calculs doivent figurer sur la copie) et on en déduit
que

Polynémes d’Hermite

H; = 2X,
H, = 4X? — 2,
H; = 8X3 — 12X.

5.a. On part de la définition de H;, 1 : pour toutn € N
ettoutx € R,

Hor (x) = (=)™ e w1 ()

dx
n XZ d n —XZ
= (e (1) Ha ()]
= —*" [~2xe " Hn(x) + e ¥ HL(x)]
(dérivation d'un produit)

= 2xHn (x) — H! (x).

n

=(=1)

5.b. On part de Hpo = 1 (convention indiquée par
I'énoncé) et on déduit Hy, H; et H3 de proche en proche.
Les calculs doivent figurer sur la copie et, bien entendu, il
faut retrouver les résultats obtenus plus haut!

5.c. Comme H; = 8X3 — 12X,

Hs = 2X(8X3 — 12X) — (24X% — 12) = 16X* —48X? + 12.

5.d. D’apres les calculs précédents, on conjecture que
Hy, est un polyndme de degré n dont le coefficient do-
minant est égal a 2" : cette conjecture est validée pour
0<n<4.
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HR : On suppose que notre conjecture est vraie pour
un entier n > 4.
D’apres la relation de récurrence [5.a.],

Hpp1 =2X(2™"X 42 ) —(--+)

(otr les - - - indiquent des termes dont le degré est stricte-
ment inférieur a n) et par conséquent

Hn+1 _ 2T\.+]XT\.+] T

(ot1les - - - indiquent cette fois des termes dont le degré est
inférieur a n). Cela prouve que degHn 1 =n+1et quele
coefficient dominant de H, 41 est égal a T

Notre conjecture est ainsi démontrée pour toutn € N.
6. La fonction w est paire:

VxeR, w(—x)=w(x).
En dérivant n fois, on en déduit que
VxeR,Vn2>1,

Par définition de H,, on en déduit que

Par conséquent, la fonction H,, est paire (resp. impaire) si,
et seulement si, I'entier n est pair (resp. impair).

Partie C.
d’Hermite

7. D’apres[5.d.],

Interprétation hilbertienne des polynémes

vog<k<n, degHyx =k

donc Hy € F,, et comme la famille (Hy)o<k<n est échelon-
née en degré, c’est une famille libre.

En tant que famille libre de (n + 1) vecteurs dans un
espace vectoriel de dimension (n + 1), c’est une base.

8.a. Par définition du produit scalaire,
(P = = [ PeHa e d
n) =—= x)Hn(x)e X
\/F[ —o0

Nous allons maintenant intégrer par parties.
D’apres [3.],

lim P(x)- (=1)"w™D(x)=0

x—to0

et, par définition de H,,_1,
P/(x) - w1 (x) = (=) TP () Hn 1 () w(x).

Or P’ € Fet Hya1 € F, donc le produit P’.Hy_7.w est
intégrable sur IR.
On en déduit que

(PIHn) =0 %T roo(—nzﬂ—]P'(xJ.Hn_] () w(x) dx

= (P |Hn_1).

—00

8.b. On déduit du résultat précédent que
vo<k<n, (P|Hy) = (PM|H, )
et donc en particulier que

(PIHy) = (P Hp).

SidegP < n, alors P =0etdonc (P|H, ) =0.
Ainsi, pour tout entiern > 1,
VPeF, 1, (PIHy) =0.

8.c. Soient0 <i<j<n Commei<jetqueietjsont
entiers, alors i < j — 1 et donc

H; € K C Fj71 .
D’apres la question précédente, (H;i|H;) = 0.

La famille (Hy)o<kgn est donc orthogonale pour le
produit scalaire (-|-).

9.a. D’apres|[8.b.],
VPEF, (P|Hn) = (P™|Hy).
En particulier,

Hall> = (Hn [ Hn) = (H [ Ho).

9.b. Par[5.d.], H") = 2" n! et donc

] —+o0
Hal? = oz | 2%netee ¥ dx =2,

N

Ainsi
VneN, |Hu|=v2r.nl
Partie D. Un endomorphisme symétrique

10. Il est clair que, quel que soit le polynéme P € F, I'ex-
pression f(P) est un polynome. On vérifie sans peine que
f est bien linéaire.

L’application f est donc un endomorphisme de F.
11.a. Comme h(P) = P/, alors

g(h(P)) = g(P") =2XP' —P" = f(P) — P
= (f=D)(P).

De méme, comme ¢g(P) = 2XP — P’, alors

h(g(P)) = h(2XP —P’) = 2P 4+ 2XP' — P" = P + f(P)
= (I+f)(P).

Comme ces relations sont vraies pour tout P € F, on en
déduit que

goh=f—Idr etque hog=f+Idf.
11.b. D’apres la question précédente,

f=I+goh=hog—1L

En composant a droite par g la premiére expression de f et
a gauche par g la seconde expression, on en déduit que

fog=g+gohog et gof=gohog—g
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et donc que
fog—gof=2g.

12. Sif(P) = A-P, on déduit de la relation précédente que
f(g(P)) = g(f(P) +29(P)
= g(AP) +29(P) = (A + 2) - g(P)

par linéarité de g.
13.a. Comme Hy =1, 0ona f(Hp) = 1 (calcul immédiat).
13.b. Pour toutk € N,

g(Hi) = 2XHy — Hy, = Hyy

(par définition de Hy1).
@ D’apres [11.b.], pour tout k > 1,

(fog)(Hik—1) —(gof)(Hk—1) = 2g(Hy—1).
Or g(Hx—1) = Hy, donc
f(Hi) — g(f(Hk—1)) = 2H. ()
@ HR: Supposons qu’il existe un entier n € N tel que
f(Hn) = 2n+ 1)Hax.

D’apres [13.a.], notre hypothese de récurrence est vérifiée
pour n = 0.

Si I’hypothese de récurrence est vérifiée pour un en-
tiern € N, alors n + 1 € N* et on déduit de la relation (x)
que

f(Hnt1) = 2Hna + g(f(Hn))

" 2Hor + 2n 4 1)g(Hy)
=(2n+3)H,

ce qui prouve que I'hypothése de récurrence est encore vé-
rifiée pour n + 1.
On a ainsi démontré que
VneN, f(Hnh) = (2n+ 1)H,,.
14. Par définition de f et du produit scalaire,

(fP1Q) — (PIQ)
= (—P"+2XP'|Q)

1 Jm Q). [=P"(x) + 2xP"(x)].w(x) dx

V) o
1t d[—P’(x).e ]
= ﬁj_m Q). g - dx.

L'intégration par parties s'impose d’elle-méme!
Par croissances comparées des fonctions polyno-
. 2
mialesetde e ™™,
2

lim Q(x)P'(x)e *

x—to0

=0.

Comme P’ € Fet Q' € F, le produit Q'P’w est intégrable
sur R [3.]. Par conséquent,

+oo 5
(HP)1Q) — (PIQ) = %J_ Q' (P (x)e dx

= (P'1Q").

15.a. Pour P € F,,, onadegP < n, donc
deg(XP') =1+degP' <1+ (n—1)=n

et
degP” < degP—2<n.

Par conséquent, le degré du polyndme
f(P) =—P" +2XP' +P

est inférieur ou égal an et f(P) € F.

Autrement dit, le sous-espace T, de F est stable par
I'endomorphisme f, ce qui prouve l'existence de 'endo-
morphisme f, € L(F,,) induit par restriction de f a F,.
15.b. D’apres [14.],

(f(P)1Q) = (PIQ) + (P'IQ").

Comme le second membre est une expression symétrique
en P et Q, on en déduit que

(f(P)1Q) = (PIf(Q))

et donc que f est un endomorphisme symétrique de F.
Comme chaque sous-espace F,, est stable par f, l'en-

domorphisme f;, induit par restriction de f a F,, est égale-

ment un endomorphisme symétrique de F,,.

15.c. Par[13.b.],

VP QeF

et comme Hy # 0, on en déduit que chaque polynéme
Hy est un vecteur propre de f,, (associé a la valeur propre
(2Zk +1)).

D’apres [7.] et [8.c.], la famille (Hi)o<k<n est une base
orthogonale de Fy,.

Par conséquent, la famille

()
[[Hx ||/ o<ksn

est une base orthonormée de F,, constituée de vecteurs
propres de f,. (On a calculé ||Hg|| au [9.b.], mais pour le
moment il est inutile d"utiliser cette valeur.)

REMARQUE.— Le Théoreme spectral affirme qu’il existe
une base orthonormée de F,, constituée de vecteurs
propres de f,,, mais ne dit pas comment calculer explici-
tement une telle base. Il est donc inutile ici!

Partie E. Quelques fonctions exponentielles
16. Soit a € R.
Le produit @2 .w est bien une application continue sur
RR. Par ailleurs,
Vx € R, 2)

x2. exp(2ax —x7) = exp(—x2 + 2ax + 2 {n|x|)

et on en déduit, par croissances comparées de {n|x| et des
puissances de x que
1
o)

ce qui prouve que @Z.w est intégrable sur RR.

G20wlx) =
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Autrement dit: ¢, € E pour tout a € RR.
17. D’apres[1.b.] etla question précédente, ( @q | Qv ) est
bien défini.
[ 2
<(Pa | (pb> _ _J e(a+b)x—x dx

N

—0o0

2 2
~emTem” dx (avec m = 45)

1 +o0
G J_oo
a+b\2
=exp(—5)
d’aprés le rappel du préambule.
18. D’apres [17.],

H<P\/m||2 =exp(Vinn)? =n

donc la série >_ || MH_Z diverge (série harmonique).
19. Toujours d’apres [17.],

n

o mll? = exp(vn’) = e™.

En tant que série géométrique de raison 0 < e”! < n, la
série ) || \/gﬂfz est (absolument) convergente et

+o0o 5 +o00 1 e
Y loyml™=D et = =T
n=0 n=0

REMARQUE.— L’énoncé est ambigu : on ne sait pas exac-
tement quel est le premier terme de cette somme. On peut
choisir n = 0 (comme je I'ai fait) ou n'importe quel autre
entier : il suffit que la somme donnée soit exacte pour que
la réponse soit considérée comme correcte.

Partie F.
20. Le polynome Hy = 1 appartient a F, donc [3.] 'inté-
grale généralisée
+oo
J et dt

X

Application aux probabilités

est convergente pour tout x € IR.
D’apreés la relation de Chasles,
+o0

VxeR, @(x):J

et dt—J e Vdt (f)
0

0

. 42 . .
et comme la fonction [t — et } est continue sur l'inter-

valle R, on déduit du Théoréeme fondamental de 1’Analyse
que @ est de classe ¢! sur R et que
VxeR, O@'(x)= e,

I est alors clair que @ est de classe 4> sur RR.
21.a. Par définition de l'intégrale généralisée,

+oo 42 ) X 2

e " dt= lim e = dt

0 xX—+00 g

et cette limite est réelle (puisque l'intégrale généralisée est

convergente).
On déduit alors de la relation () que

+oo 5 +oo N
lim ®(x) = J et dt —J' e VU dt=0.

X—+00 0 0

REMARQUE.— Ce dernier calcul n’aurait pas de sens dans
le cas o1 'intégrale généralisée serait divergente...

@ [l est par ailleurs clair que

Iim G(x)= lim K(x)=0

X—+00 X—+00

(pas de forme indéterminée en vue!).
21.b. D’apres [20.], les différences G — @ et ® — K sont de
classe ¢! sur IR et, pour tout x > 0,

3
x4
1
22
donc les deux fonctions sont strictement croissantes sur
10, +ool.
21.c. Ces deux fonctions sont croissantes sur 0, +ool et,
d’apreés [21.a.], elles tendent vers 0 au voisinage de +oo,
donc elles sont (strictement) négatives sur ]0, +ool.
Par conséquent,

Vx>0,

G/(x) — @' (x) e >0

@' (x) — K'(x) e >0

G(x) < @(x) < K(x)

(et ce sont méme des inégalités strictes en fait).

21.d. Ilestclair que G(x) ~ K(x) lorsque x tend vers +oo.
Par encadrement, on en déduit que @ (x) ~ K(x) lorsque x
tend vers +oo.

REMARQUE.— On doit suivre I’énoncé. Mais on peut aussi
réfléchir un peu...
Pour tout x > 0,

donc (en suivant la démarche du [20.])

+oo —t?

e_tz n e
2t2

K(x) = dt.

X

Les fonctions w et

2t2

_ e
g2 (54
wy = [t— e +

sont positives sur R*, intégrables et équivalentes au voi-
sinage de +o0. Par conséquent, on sait que

+oo +oo
J w(t)dtxgj wo (t) dt = K(x).

22. On adémontré que

lim 2xD(x)

x—+oo e X

=1.

Par composition de limites, on en déduit que, pour tout

c>0,

2(x +¢c)®(x +¢)
e—(x+c)?

lim

X—+00

=1
On en déduit (quotient d’équivalents) que

2
e—Zxc—c

D(x + ¢)
®(x)
et donc que, par croissances comparées, ce quotient tend

vers 0 lorsque x tend vers +oo.
Il est alors clair que

Xt oo 2(x +¢)

lim
X—+00



