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On considère une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires indépendantes. Pour
tout entier n > 1, on suppose que Xn suit la loi de Bernoulli B(pn) et on pose

p̄n =
p1 + · · ·+ pn

n
.

§ Démontrer que

lim
n→+∞P

(∣∣∣X1 + · · ·+ Xn

n
− p̄n

∣∣∣ > ε) = 0

pour tout ε > 0. § On suppose que p̄n tend vers p lorsque n tend vers +∞.
Démontrer que

lim
n→+∞P

(∣∣∣X1 + · · ·+ Xn

n
− p

∣∣∣ > ε) = 0

pour tout ε > 0.

§ Une variable aléatoire de Bernoulli admet un moment d’ordre deux.
Comme l’ensemble des variables aléatoires admettant un moment d’ordre
deux est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de variables aléatoires
de Bernoulli, et en particulier la variable aléatoire

Yn =
X1 + · · ·+ Xn

n
,

admet aussi un moment d’ordre deux. On peut donc appliquer l’inégalité de
Bienaymé-Tchebychev.

- Variante
Comme les variables aléatoires de Bernoulli ne prennent que les valeurs 0 et 1,

on sait que
∀ω ∈ Ω, 0 6 Yn(ω) 6 1.

En tant que variable aléatoire bornée, Yn admet des moments de tous les ordres et en
particulier un moment d’ordre deux.

I Par linéarité de l’espérance,

E(Yn) =
1

n

n∑
k=1

E(Xk) = p̄n.

Comme les Xk sont indépendantes,

V(Yn) =
1

n2

n∑
k=1

V(Xk) =
1

n2

n∑
k=1

pk(1− pk).

On doit savoir que

∀ 0 6 p 6 1, 0 6 p(1− p) 6
1

4

et donc que

∀ n > 1, 0 6 V(Yn) 6
1

4n
.

I D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

∀ ε > 0, P
(
|Yn − E(Yn)| > ε

)
6
V(Yn)

ε2



et donc

∀ ε > 0, ∀ n > 1, 0 6 P

(∣∣∣X1 + · · ·+ Xn

n
− p̄n

∣∣∣ > ε) 6
1

4nε2
.

On déduit de cet encadrement que

∀ ε > 0, lim
n→+∞P

(∣∣∣X1 + · · ·+ Xn

n
− p̄n

∣∣∣ > ε) = 0.

§ Soit ε > 0. Alors η = ε/2 > 0.
I Comme p̄n tend vers p et que η > 0, il existe un rang n0 tel que

∀ n > n0, |p̄n − p| 6 η.

I D’après l’inégalité triangulaire, pour toutω ∈ Ω,

∀ n > 1,
∣∣Yn(ω) − p

∣∣ 6 ∣∣Yn(ω) − p̄n
∣∣+ |p̄n − p|

et en particulier

∀ n > n0,
∣∣Yn(ω) − p

∣∣ 6 ∣∣Yn(ω) − p̄n
∣∣+ η.

Par conséquent, pour n > n0, si∣∣Yn(ω) − p
∣∣ > ε,

alors ∣∣Yn(ω) − p̄n
∣∣+ η > ε

et donc ∣∣Yn(ω) − p̄n
∣∣ > ε− η = η.

Autrement dit, en termes d’événements de la tribu A,

∀ n > n0,
[∣∣Yn − p

∣∣ > ε] ⊂ [∣∣Yn − p̄n
∣∣ > η]

et donc, par croissance de P,

∀ n > n0, 0 6 P

(∣∣Yn − p
∣∣ > ε) 6 P

(∣∣Yn − p̄n
∣∣ > η).

I Comme η > 0, on déduit de la première question que le majorant tend vers
0 lorsque n tend vers +∞. Par encadrement, on en déduit que

lim
n→+∞P

(∣∣∣X1 + · · ·+ Xn

n
− p

∣∣∣ > ε) = 0.


