RMS 2022 [1163]

On considere une suite positive (an)nen et la suite réelle (un )nen définie par
la donnée de uy € R et la relation de récurrence suivante :

Un + /U2 + a2
—y

VT\.EN, Un1 =

@ Démontrer que
an

5
@ Démontrer que : si la série ) an converge, alors la suite (W )nen converge.
a La réciproque est-elle vraie ? On pourra considérer la suite de terme général

VneN, upi1—up <

n

RS
a Soitn € N. D’apres la relation de récurrence,

Un

_ <al<:> 2 4 q2 <
Un 41 Un X 2 Uy, +a; —Up & an

& Ju2 + a2 <u, + an.

Or les a,, sont positifs (par hypothese) et les u,, aussi (par hypothese pour o
et par récurrence pour n > 1), donc

VuZ 4 a2 Suptan &= ud+ad < (un +an)? =ud +ad +2unan.

On a ainsi démontré que

Qn

VTIEN, un+1fun<7.

@ Pour appliquer le théoreme de comparaison aux séries ) (un41 —un) et
>~ an, il faut encore vérifier que

VneN, 0< U —un.

Or, d’apreés la relation de récurrence,

Vuz +ai —u,

Un+1 —Un = 7

Il est clair que
uf+ai >up >0

et comme u,, > 0, on en déduit que
Uz 4 ai > unl = un.

VTLEIN, 0<Un+1_un<

On a donc en fait
Qn

5
Comme la série ) a,, est convergente, on déduit du théoreme de com-
paraison pour les séries de terme général positif que la série télescopique
> (un41 — uy) est convergente et donc que la suite (u, )nen est convergente.
a D’apres la relation de récurrence,

VuZ +aZ =2uni —un
2

a; = (2unyr — Up )? —ui =dun1(Unr —un).

et donc



En prenant u, = %5, on a alors

274(n+1)’(n+1 n )74(n+1) 1 4

T2 \nr2 nd nt2 m+2)m+1) notreo n2’

Comme les a,, sont positifs, on en déduit que

2
an ~ —.
n—+oco N
D’apres le théoréeme de comparaison pour les séries de terme général posi-
tif (bis), la série )_ a, est divergente (puisque la série harmonique est diver-
gente).
La réciproque de la propriété établie plus haut est donc fausse.



