RMS 2022 [670]

Soit (X )k>1, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi :

Pour tout entiern > 1, on pose Sy, = X1 + -+ + Xq.
a Démontrer que

Vne N, Vte Ry, E(e™")<expnt?/2).

@ Démontrer que

VneN* VacR', E(S.l>a)<2exp(—a?/2n).

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont bornées et sont donc
d’espérance finie.
@ Soientt € R, etn € N*.
Comme les variables aléatoires Xy sont indépendantes et de méme loi,

E(etS“) — [E(etx)}n
D’apres la loi de X,

et et

E(etX) _ 5

On vérifie sans peine (par récurrence) que
VkeN, 2%k!l> (2K

On en déduit que

too 12k )k 5
cht= ‘;) 201 < 2k i =exp(t°/2)

et donc que
E(e'S") < exp(nt?/2).

@  Comme la loi des Xy est symétrique :
Vke N, Vxe{£l}, PXyx=x)=P(Xy=—x)=
et que les Xy sont indépendantes, alors
(X1ye oy Xn) 2 (=X eey =Xa).

Par conséquent,

Z 1% Z k) :_Sn-

k=1
On en déduit que, pour tout a > 0,

P(_Sn > (1) = P(Sn > Cl)
et donc que
P(|Sn‘ P (l) = P(Sn = (1) + P(Sn < *a) :ZP(STL = (l).

: Pour toutt > 0, la fonction [u — et] est strictement croissante, donc



Comme e'Sn est une variable aléatoire positive d’espérance finie, I'inégalité
de Markov nous donne

P(etSn 2 eta) < e—ta E(etsn)
et on déduit de la premiere inégalité que
Vt>0, P(ISnl > a) < zeftaentz/z.

@ On remarque alors que le membre de gauche est indépendant de t > 0:
on peut donc passer a la borne inférieur selon le parametre t.

P(|Sn| > a) < inf Jetagnt’/2
t>0

Pour cela, on étudie les variations de

nt?
f(t) = —at + —
2
pourt € RY :ils’agit d’un trindme du second degré, qui atteint son minimum

pour t = ¢/;, > 0 et ce minimum est égal a f(¢/,,) = ET‘IZZ Par croissance de exp,
on en déduit que

2
Yyn>1,Va>0, P(Sal>a) gZeXp%.



