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” Soit n > 2. Déterminer I’ensemble des vecteurs tangents a I'ensemble SLr, (R)
en .

# On rappelle que M € SLy, (R) si, et seulement si, detM = 1.
@ On rappelle également que det est de classe € sur M, (RR) (c’est une

application polynomiale). Déterminons I’application linéaire tangente & det en
I, : pour toute matrice H € M, (R),

det(ln + H) = Z 5(0)a1,0(1) o Uno(n)

ceGy
=0 +hi1)-- (1 +hnn)+o(H) *)
=1+1trH+ o(H). (%)

On rappelle avant d’aller plus loin que hy; = O(||H|| ) lorsque H tend
vers la matrice nulle 0., quels que soient les indices i et j.

Lorsque o # I, au moins deux facteurs a; (i) sont situés hors de la diago-
nale de I,, + H : le produit est donc (9(||H||§o) et par conséquent o(H) lorsque
H tend vers 0,,.

En développant le terme qui correspond a 0 = I, on trouve un terme
constant (égal a 1), les termes hy 1, ..., hy n et des termes qui contiennent au
moins deux facteurs hy ;.

Le développement limité ainsi obtenu nous dit que ’application linéaire
tangente a det en I, est I'application tr.

a On considére une application f définie sur un intervalle ]—«, «[ (avec
o > 0), de classe €' sur cet intervalle, a valeurs dans SL,, (R) :

Vtel-a,af, detf(t)=1

et telle que f(0) = I,.
On a donc

f(t) o I, +tf'(0) + o(t)

et d’apres le développement limité de det

1 = detf(t) = 1+ ttr[f(0)] + o(t).

t—

On en déduit que tr[f’(0)] = 0. Chaque vecteur tangent a SL, (RR) en I, est
donc une matrice de trace nulle.
a Réciproquement, si H est une matrice de trace nulle, alors on pose :

VteR, f(t)=-exp(tH).

Il est clair que f est une fonction de classe ¢’ sur R (ses n? composantes

sont des séries entieres dont le rayon de convergence est infini), que
f(0) = eXP(On) =1,

que
VteR, f'(t)=H.exp(tH)

(cours sur les équations différentielles!) et donc que f'(0) = H.
Enfin, toujours d’apres le cours sur les équations différentielles,

det[f(t)] = exp(ttrH) = exp(0) =1,

donc f est bien une fonction qui prend ses valeurs sur SL,, (IR). Par conséquent,
H est bien un vecteur tangent a SL,, (R) en I,.



