RMS 2022 [1125]

Trouver toutes les matrices A € M3 (IR) telles que

0 0 1
A2=(0 0 0
0 0 0

On utilise les notations habituelles pour les vecteurs de la base cano-
nique :

1 0 0
E;=|0 y Ex= |1 y E3s=10
0 0 1

@ Analyse

» Si une telle matrice A existe, alors A* = (A%)? = 03, donc A est nilpotente
et son indice de nilpotence est strictement supérieur a 2. Comme l'indice de
nilpotence d'une matrice de 13 (RR) est inférieur a 3, on en déduit que l'indice
de nilpotence de A est égal a 3 et donc que A% = 03.

En particulier, la matrice A n’est pas inversible, dimKer A > 1 et

R-E; =ImA? Cc KerA

puisque A® = A x A2 =0;.
» On vient de remarquer que le vecteur E; appartient a InA? C ImA. Par
ailleurs, Ker A ¢ Ker A2 = [z = 0] etdimKer A < 2.

SidimKer A = 2, alors rg A = 1 (Théoréme du rang) et d’apres les inclu-
sions précédentes,

ImMA=R-E; C[z=0] =KerA.

Dans ces conditions, A2 = A x A = 03, ce qui contredit 'hypothese de
I’énoncé. Donc dim Ker A = 1 et par conséquent

KerA =ImA? =R - E;.

La premiere colonne de A, égale a AE;, est donc la colonne nulle.

» La deuxiéme colonne de A?, égale 8 A’E; = A(AE;) = 0, nous dit que AE;
(la deuxieme colonne de A) appartient au noyau de A. Elle est donc propor-
tionnelle a E; : il existe @ € R tel que

AEZ = CXE]

et comme E; ¢ Ker A =R - Ey, le scalaire « ne peut pas étre nul.
» Enfin, la troisi¢me colonne de A? vérifie :

1
E = A%E; = —AE,
o
et par conséquent
A(AEs - lEz) —o0.
o
Connaissant le noyau de A, on en déduit qu’il existe donc un réel {3 tel que
1
AE; — —E, = BE;.
o
11 existe donc deux réels o« € R* et 3 € IR tels que
p
/o

0

0
A=1|0 1
0

c o8



@ Synthese
Il est clair que

0« B\> /0
00 | =10
00 0 0

quels que soient les réels « € R* et € R.

0 1
0 0
0 0



