RMS 2022 [1156]

Démontrer que, pour tout n € IN*, I'équation
x—Inx=mn

admet une unique solution xy, dans l'intervalle 10, 1].

Démontrer que la suite (xn)n>1 tend vers 0, puis que xn ~ e~ ™ lorsque
n tend vers +oo.

Donner un développement asymptotique a deux termes de X,,.

La fonction f = [x — x — {nx] est de classe ¢! sur 'intervalle ]0, 1] et

VOo<x<1, f'(x)z]—%<0

donc la fonction f est strictement décroissante sur 10, 1]. Il est clair que f tend
vers 400 au voisinage de 0 et que f(1) = 1. D’apres le Théoréme de la bijection,
la fonction f réalise une bijection de ]0, 1] sur [1, +oc0[ et la bijection réciproque
est continue sur [1, +oo[ et de classe €' sur 1, +ool.

Pour toutn € N*, le réel n appartient a [1, +oo[, donc I'équation f(x) =n
admet une unique solution : x, = f~'(n) €10,1].
Comme f tend vers +-co au voisinage de 0, le Théoreme de la bijection
nous assure que la réciproque f~! tend vers 0 au voisinage de +ooc. Par consé-
quent,

Par définition de x,.,
YneN nx, =-n+xg,.
En composant par exp :

VneN, x,=e ".e"™m
~~
—1

(puisque x,, tend vers 0) etdoncxn, ~ e ™.
n—-+oo

On reprend 1'équation qui définit x,, sous une autre forme :
Xn =nxy +mn =In(e™x,).
Or on sait que {n(1+u) ~ ulorsque u tend vers O et que e™x,, tend vers 1. Par

conséquent,

et donc

Autrement dit,

# On peut en fait calculer un développement asymptotique de X, aussi précis
qu’on le souhaite ! En effet, I'équation étudiée équivaut a

et la fonction g = [x — e *] réalise une bijection (croissante, cette fois) de classe €
de [0, 1] sur [0,e "] dont la réciproque est de classe €° sur [O, e ! [puisque

Vxelo, 1, g'(x)=e *(1—x)>0.



D’apres le Théoreme de Taylor-Young, la réciproque g~

limité a l'ordre p au voisinage de O pour tout p € N :

admet un développement

P 1y (k)
g '(u) = Z M Uk 4 o(uP) o aru+ -+ apuP 4+ o(uP).

Comme xn, = g~ ' (e ™), on en déduit que
Xn = aje "+t ape P Ho(e P
1l est clair que g(x) = x —x* + "2—3 + o(x3) au voisinage de 0. On peut en
déduire que
3
g '(uw)=u+u’+ Eu3 + o(u?)

au voisinage de 0 et donc que

3
Xn = e ™4 e—Zn + Ee—Sn + 0(6—311)‘

Pour les curieux, je précise que g~ ' (1) = —Wy(—u) oit Wy est la branche
principale de la fonction de Lambert.



