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On considère une série
∑
un de terme général strictement positif.

1§ On suppose que

∀ n ∈ N, un+1

un
=
n+ 1

n+ 3

et on pose vn = n2un.
Étudier la nature de la série

∑
`n(vn+1/vn). En déduire celle de la série

∑
un.

2§ Généralisation : en supposant que

un+1

un
=

n→+∞ 1−
α

n
+O

( 1
n2

)
,

étudier la nature de la série
∑
un.

1§ Pour tout n ∈ N,

vn+1

vn
=
(
1+

1

n

)2
· n+ 1

n+ 3
=
(
1+

1

n

)2
·
(
1+

2

n+ 1

)−1
.

Par conséquent, lorsque n tend vers +∞,

vn+1

vn
=
[
1+

2

n
+O

( 1
n2

)]
·
[
1−

2

n
+O

( 1
n2

)]
= 1+O

( 1
n2

)
.

On en déduit que

`n
vn+1

vn
= O

( 1
n2

)
et donc que la série télescopique

∑
(`n vn+1 − `n vn) est (absolument) conver-

gente.
Donc la suite de terme général `n vn converge vers un réel λ et, par com-

position de limites, la suite (vn)n∈N converge vers eλ > 0. Autrement dit,

un ∼
n→+∞ eλ

n2
,

ce qui prouve que la série
∑
un converge (absolument).

2§ On pose cette fois vn = nαun et, comme précédemment,

`n
vn+1

vn
= α `n

(
1+

1

n

)
+ `n

[
1−

α

n
+O

( 1
n2

)]
=

n→+∞ O
( 1
n2

)
.

On en déduit encore que la série
∑
`n vn+1

vn
converge et donc qu’il existe un

réel c > 0 tel que
un ∼

n→+∞ c

nα
.

D’après le Théorème de comparaison, la série
∑
un est alors convergente si,

et seulement si, α > 1.


