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Soit ϕ, une forme linéaire sur Mn(R). On suppose que

∀ A ∈Mn(R), ∀ P ∈ GLn(R), ϕ(P−1AP) = ϕ(A).

Démontrer qu’il existe un réel λ tel que ϕ = λ · tr.

- Pour se lancer dans la démonstration qui suit, il faut commencer par traduire
l’énoncé : deux matrices semblables ont toujours même image par ϕ.

On note, comme de coutume, Ei,j (pour 1 6 i, j 6 n) les matrices de la
base canonique de Mn(R).

§ SoitD = Diag(1, 2, . . . , n). Pour i 6= j, la matriceD+ Ei,j est une matrice
triangulaire dont les coefficients diagonaux sont deux à deux distincts. Cette
matrice est donc diagonalisable et semblable à la matrice diagonaleD (mêmes
valeurs propres avec les mêmes multiplicités).

Par hypothèse, ϕ(D+ Ei,j) = ϕ(D) et par linéarité de ϕ,

∀ i 6= j, ϕ(Ei,j) = 0.

§ Pour tout 1 6 i 6 n, les matrices E1,1 et Ei,i sont semblables : la matrice
de permutation

P1,i =



0 1
1

. . .
1

1 0
1

. . .
1


vérifie P−1

1,iEi,iP1,i = E1,1 et par conséquent, ϕ(Ei,i) = ϕ(E1,1).

- Autre point de vue : la matrice E1,1 représente l’application linéaire

[(x1, . . . , xn) 7→ (x1, 0, . . . , 0)]

dans la base canonique (e1, . . . , en) et la matrice Ei,i représente cette même applica-
tion linéaire dans la base

(ei, e2, . . . , ei−1, e1, ei+1, . . . , en).

En posant λ = ϕ(E1,1), on a donc

ϕ(A) =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,jϕ(Ei,j) =

n∑
i=1

ai,iλ = λ trA

pour toute matrice A ∈Mn(R).


