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Soient A, B € M (Z). On suppose que
Vke[0,2n], det(A+kB)==+1.

Démontrer que la matrice A est inversible.
Démontrer que detB = 0.

Pour k =0, onadetA = +£1, donc A est inversible en tant qu’élément de
(l'algebre) Mt (R).
Cela dit, d’apres les formules de Cramer,

A.Com(A)"T =detA.l, = +I,.

Puisque les coefficients de la comatrice sont des déterminants de matrices ex-
traites de A (et donc de matrices a coefficients entiers), la comatrice appartient a
M (Z) et la matrice A est donc inversible dans ’anneau 90,,(Z).

Supposons que detB # 0. D’apres la propriété de morphisme de det et
I'hypothese,

_Fl

~ detB’

Dans cette identité, le parametre k prend (2n + 1) valeurs et l'expression
det(AB~! + kI,,) prend au plus deux valeurs : cette expression prend donc
I'une des valeurs au moins (n + 1) fois.

Or I'application

Vke[0,2n], det(AB~' +kI,)

(A= det(ALy + AB™ )]

est une application polynomiale de degré n : c’est le polyndme caractéristique
de la matrice —AB~'.

Si une application polynomiale prend (n + 1) fois la méme valeur, iln'y
a que deux possibilités : ou bien elle est constante, ou bien son degré est au
moins égal & (n + 1). Quoi qu’il en soit, son degré ne peut pas étre égal a n.
Notre hypothese est donc absurde, on a démontré que det B = 0.



