RMS 2022 [1149]

On pose E = R[X].
Calculer

] —+o00
I, = —J thet dt

VT
pour tout n € N, sachant que Ip = 1.

Pour P, Q € E, on pose

1 +oo 2
o(P,Q) = ﬁLo P(HQ(t)e* dt.

Démontrer que @ est un produit scalaire sur E et calculer la distance de X3 au
sous-espace R [X].

—00

Pour tout n € N, la fonction f,, = [t — t“e*tz} est continue sur R ; elle

est négligeable devant e~ ' (= fonction intégrable de référence) au voisinage
de 400, puisque

fhe v — e t. [tnete—tz] —et. [exp (—t2 4+ t+ nfnt)J

—0

Donc la fonction f,, est intégrable sur [0, +ool.
@ Pour tout n impair, la fonction f,, est impaire et intégrable sur R, donc
elle est intégrable sur R et, par imparité, [,, = 0.
@ Pour n pair, la fonction f;, est paire et intégrable sur R, donc elle est
intégrable sur R.
En intégrant par parties, pour tout entier p € N*,

1 [t _g2p—1 1 (t°2p—1
Iy = —J (—2te ) dt = —J P 220 gy
il 2 Jrl 2
2p—1
= Lp-n

#  Variante avec la fonction I’
Par parité,

2 +oo Zp—tz
IZp:ﬁJ (t°)Pe dt

et le changement de variable uw = t* nous donne

Fp+3) 1y Tp—3) 1
VpeN, IZP_]E)(;)Z —(P—z)ﬁ(;)z—(P—z)'IZ(p—n
)

grace a la propriété "bien connue” : T'(x + 1) = xI'(x).
On en déduit par récurrence que
Pok—1 (2p)!

vpeN, IZP:HTimv [
k=1 L

On a démontré que the t était intégrable sur IR pour tout entier n € N.
Par combinaison linéaire, P(t)Q(t)e_tz est intégrable sur R quels que soient
les polynomes P et Q, donc ¢ est bien une application de E x E dans RR.

D’apres les propriétés de I'intégrale, ¢ est donc bilinéaire, symétrique et
aussi positive puisque

VPEE VteR, Pt)et >0.



Si (P,P) = 0, alors P(t)Ze*tz = 0 pour tout t € R (fonction continue et
positive dont 1'intégrale est nulle) et par conséquent P = Og.
Donc ¢ est bien un produit scalaire sur E.
@ Comme R [X] est un sous-espace DE DIMENSION FINTIE, la projection or-
thogonale sur R, [X] est bien définie. Notons p», cette projection orthogonale.

» Le projeté p2(X3) est I'unique polynéme aX? + bX + ¢ € Ry ([X] tel que
vkelo,2], @(X°—(aX?+bX+c), X¥) =0.

On obtient ainsi le systéme de Gram suivant :

ap(X2,1) + bo(X,1) + co(1,1) = @(X3,1)
a@(X2,X) + be(X,X) + co(1,X) = o(X3,X)
a@(X?,X?) + be(X,X2) + co(1,X?) = ¢(X3,X?)
c’est-a-dire
al; + bl +clp =13 al, 4+ clp =0
al3; + bl + cl; =14  ouencore bl, =14 .
aly + blz + cl, =I5 aly +cl, =0

On déduit de la relation de récurrence entre les I, que

I4
(a,b,c) = (O) E)()) = (0» 3/Z»O)~

# En observant que (X, 1) = @ (X, X?) = 0, on pouvait se simplifier la tiche.

R>[X] = Vect(1,X?) é R- X
p2(X3) = (aX?+¢) + (bX)

11 restait a observer que @(X3,1) = @(X3,X?) = 0 : comme X3 est orthogonal a 1 et
a X2, projeter X3 sur le sous-espace R [X] ou sur la droite R - X, c’est pareil... et rien
n’est plus simple que de projeter sur une droite!

(p(XS»X) I4
X)) =20 X=X
pZ( ) (p(X)X) IZ

» D’apres le cours, la distance cherchée est égale a \/ @(X3,X3 = p2(X3)). Or

3 3
(X3, X3 —p2(X?) = (X3, X3) — b (X, X) =16 — 5 la=7

donc d(X3,R,[X]) = V3/,.



