RMS 2022 [1165]

On cherche a résoudre I'équation
xX+y
Yixy) € R fofy) = | frodt ®)

oit 'inconnue f est une application continue de R dans IR.

Donner les solutions de I'équation différentielle y”" + cy = 0. (On
discutera sur ¢ € R.)

Soit f, une solution de (E) autre que la fonction identiquement nulle. On

pose
x+y

¥ (%) € R?, F(x,y):j f(4) dt.
x—y

Démontrer que F est de classe € sur R? et que

o2F o2F

2 Oy oF
YMERS, S5 (M) 5

(M) =0.
Soit T, une solution de (E). Calculer £(0) et " (x)f(y) — f(x)T" (y).
En déduire les solutions de (E).

On discute sur le signe de c.
» Sic =0, les solutions sont les fonctions affines : y(x) = ax + b.

» Sic = w? >0, les solutions sont périodiques :

y(x) = asin wx + bsin wx.

» Sic=—w? <0, les solutions divergent :

y(x) = ash wx + bch wx.

Comme f est une solution de (E), elle est continue sur R et, d’apres le
Théoreme fondamental, pour touty € R (fixé), ’application

[x — F(x,y)]
est de classe €' sur R et
VxeR, f'(x)fly)="Fflx+y)—~flx—y).

Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe yo € IR tel que f(yo) # 0 et
par conséquent

VxeR, f(y = Tt

Donc f est en fait de classe ¢! sur RR.
#»  Bien entendu, on peut continuer (par récurrence) et en déduire que f est en fait
de classe € sur R.

@ Appliquons a nouveau le Théoreme fondamental : les dérivées partielles
de F sont bien définies sur R? et

YM=(oy) R, (M) = f(x+y) — flx—y)
oF
et @(M) =f(x+y)— [—f(x—y)]

=f(x+y) + f(x —y).



Comme F est de classe ¢ sur R et que les applications
(oY) = x4yl et [(y)—=x—yl

sont de classe ¢! (elles sont linéaires), les dérivées partielles de F sont en fait
de classe €' sur R? et donc F est de classe €2 sur R?.
a D’apres I'expression des dérivées partielles,

o2F
ox?
o2F
oy?

YM = (x,y) € R?, (M) =f'(x+y)—f'(x—y)

et M) =f'(x+y)—f'(x—y)

donc F vérifie bien 1’équation des ondes (ou équation de D’Alembert) avec
c=1.

% En notant Py, une primitive de f sur (I'intervalle) R, on a

F(x,y) = Po(x +y) — Po(x —y)

oit Py est de classe €% : on ne devrait pas étre étonné de retrouver I'équation des
ondes !

D’apres (E),

VxeR, f(x)f(0)= JX f(t) dt = 0.

X

Donc : ou bien f(x) est identiquement nul, et en particulier f(0) = 0; ou bien
f(x) n’est pas identiquement nul et on a quand méme f(0) = 0.
a  Comme f est une solution de (E), alors

¥ (% y) €R? O F(xy) = f(x)f(y)
et par conséquent

O O

VM = (x,y) € R, f(x)f(y) — f(x)f"(y) 2 0y?

d’apres la question précédente.
Il est clair que la fonction nulle est une solution de (E). Dorénavant, nous
ne nous intéresserons qu’aux solutions non identiquement nulles de (E) en
choisissant un réel yo tel que f(yo) # 0.

D’apres la question précédente,

f//
YxER, £(x)— W) gy o
f(yo)
et nous reprenons la discussion menée dans la premiére question avec
f//
N (yo)’
f(yo)

en tenant compte de la contrainte f(0) = 0 établie précédemment.

» Sic=—f"(yo)/f(yo) = 0, alors f est une fonction affine telle que f(0) =0,
donc f(x) = ax. L'équation (E) devient alors

Y (x,y) €e R?, (ax).(ay) = 2axy.

Il n’y a que deux possibilités : a = 0 (solution identiquement nulle) et a = 2.
» Sic >0, alors f est de la forme asin wx et ’équation (E) devient cette fois

2asin w sin wy

Y (x,y) € R?, (asinwx).(asinwy) = ~

A nouveau, il n’y a que deux possibilités : a = 0 et a = /.



» Sic < 0, alors f est de la forme a sh wx et I'équation (E) devient maintenant

2ash wxsh wy

Y (x,y) € R?, (ash wx)(ashwy) = ©

et une fois encore : a = 0 ou a = %/,,.

@ En reprenant les calculs qui précedent, on vérifie que les expressions
trouvées sont toutes des solutions de (E), indépendamment de la valeur choi-
sie pour w € R7.

Les solutions de (E) sont donc les fonctions

2sin wx] [ 2sh wx}
1, |x

[x— 0], [xm— 2x], {x»—) ™

X

pour un parametre w € R* arbitrairement choisi.



