RMS 2022 [824]

|| Déterminer les fonctions continues f : [0,1] — [0, 1] telles que f o f = f.

Par hypothese,
Vxel0,1], f(f(x)="f(x)

c’est-a-dire

Comme f est continue sur le segment [0, 1], son image ] est également un seg-
ment [m, M].

Réciproquement, si on considére une fonction continue f : [0, 1] — [0, 1]
dont I'image est le segment [m, M] et si

VxemM], f(x)=x,

alors
Vxe[0,1], (fof)(x)="f( f(x) )="f(x).
el
€lm,M]
Ainsi, les fonctions cherchées sont les fonctions f telles que f(y) =y pour
touty appartenant a I'image de f.

# Pour 0 <y < met M <y < 1, on peut choisir f(y) arbitrairement, en se
bornant a respecter deux contraintes : f doit étre continue sur [0, 1] et

Vyelo,mulM,1], m<fly) <M.

REMARQUE.—Si 0 < m < M ousim < M < 1, alors la fonction f ne peut pas
étre dérivable (point anguleux pour I'abscisse m dans le premier cas et pour
I’abscisse M dans le second cas).

Ainsi, si on impose a f d’étre dérivable sur [0, 1], les seules fonctions
possibles sont [x — x] d'une part et les fonctions constantes [x — C] (pour les-
quelles on a m = M = C) d’autre part.



