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Primitives
I 4. Pour tout x € R\ {1;3},
Calculs de primitives 2% +x -1 p_ b 10
—4x+3 x—1 x-3
1. Calculer les primitives des expressions suivantes.
Une primitive est
2(t+1 2t+3 2t -3 1 —3)10
20+ + S PR Gt
t2+2t+3 t2+3t+3 —3t+4 tint (x—1)
1 2sint 3cost e
tin2t (14cost)2  (2sint+1)2 ¢ 5. Lorsque le dénominateur est un polyndme irréductible de
Arcsin sin 2t sin 2t degré 2, les primitives sont la superposition d"un polynéme, d'un
> — 1 5 logarithme et d"une Arctan.
v1—t 3 +sin“t + cos~ t 5.1 Avec
flx) = 222 +x—1
2. Calculer les primitives des expressions suivantes. - x2+42x+3
2.1 Fonctions en u’/u ona
3 2x +x 6
=2->. .
- fx) 2 W 42x 43 (xr12+2
2y 3t+2 (=2,-1) Une primitive de f est donc
2t—5
-— 2,3 1
t2 —5t+6 @3) F(x):Zx—%én(x2+2x+3)+3\/§Arctan%.
2t -2
o A (-13)
t2—2t—3 5.2 Avec
22 Primitives télescopi f) = o1
.2 rimitives télescopiques T 2 raxts
ona
! ! ! 1 1 8 4 1 1
= - +
243t+2 t+1 t+2 R o S R .
1 AP SO = 8 T raxi5 16 14 (x11/22
_l’_
£ — i’t +6 ; 2 1 -3 . Une primitive de f est donc
2_2r—3 4 \{—-3 t+1/) 1
t-2t-3 4 <t 3 1) F(x):zf—ﬁn(élx +4x+5)+16Arctan(x+1/2)
2.3 Combinaisons linéaires
En déduire que 5.3 Une primitive de
x t2 Flx) = 2x+3
/ mdt:x+€n(x+l)f4€n(x+2) _x2+x+3
x £2 o 2x+1 2
/ mdt:x+9€n(x+3)f4€n(x72) _x2+x+3 (x+1/2)2+11/4
x l’z 9 1 est
————dt=x+=(n(x—3)— = In(x+1) 4 2 1
/ 2 -2t -3 4 4 F(x) = fn(x* + x +3) + — Arctan X
V11 V11
3. Primitives en Arctan 5.4 Une primitive de
Pour touta > 0,
Flx) = 2x +1
X 1 = 72
/ dr = - Arctan . X5 4+2x +4
J a2+t a a o 2x+2 1
T2 - 2
En déduire les primitives des expressions suivantes. 424 (41243
est
1 1 1 x+1
= F(x) = {n(x* +2x 4+ 4) — — - Arctan ——.
t24+2t+3 (t+1)2+(\/§)2 (x) ( ) /3 /3
1 _ 1
P43t4+3  (t+434)2 + (V3/)2
1 _ 1
—3t+4 (t —3/)2 + (ﬁ/z)z
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II 10. Fonction B d’Euler
Pour i et j dans N, on pose

Intégration par parties )
B;; = / t(1—t) dt.
Jo

6. Pour touta > 0,
/\/E ue ™ du = 1 _l+xn/a e WVa, Alors itj!
0 2 Bij=
TG4+ 1)!
” Soita € C* et en particulier
71 Pour tout entier d € N, il existe un polynome Py de degré "\ B _
k k,nfk 1 :
d tel que Py (t)e™ soit une primitive de t7e*". n+
7.2 Pour tout t € R, NB: B(i,j) = Bj_1,j_1.
P‘;(t) +aPy(t) = . 11. Pour tout x > 0,
2x p—t —X _ ,—2x 2x p—t
Donc Py = by + - - - + by X? avec aby = 1 et / e_dtZZeiei/ gt
x t 2x x t2
VOo<k<d, ab= M b1 On en déduit que
7)‘ —
Par conséquent, / 2 € ~ et
x t x—+oo X
—1)7-kq1
VO<k<d, bk:%.
a =K1kl 12.  Pour toutn € N, on pose
1
8. L’astuce habituelle I, = / L
0o (1+2)n
/ * intdt = xlnx—x Alors la suite (I;;),cN est décroissante et positive. De plus,
' 2 2 1
/xtfntdtz%fnx—% VTZGN, 2n1n+1:2—”7(172n)ln
/x 12 costdf = 2x cos x - (x2 —2)sinx etla série ) I; est convergente.
) 2
/ tosintdt = 2xsinx + (2 — x°) cos x III
x ax—1 .. .
/ texp(at)dt = e Changement de variable
X 2.2 2 2 3
/ 2 exp(at) dt = %e‘”‘ 13
. a .
x t cos t? sin 2te0s2t _sin2f
/ tcostdt = cosx + xsinx 1+ sin’ ¢t
" x ] ] Ccos \/2_t 283 4+t I
/ tsintdt = sinx — xcosx Vi Areiq 1144

x 1 1
In(l+ 5 )dt=xin(l1+ = 2 Arct
/ n( * tz) * n( 2z ) 2 Arctanx 14.  Soitk € N. On peut calculer l'intégrale

x 1
/ Arctan t df = x Arctan x — = /n(1 + x?) b
r 2 / K entdt
/ Arcsint dt = x Arcsinx + /1 — x? .
T x en intégrant par parties :
/ Arccostdt = x Arccosx — V1 — x2
kg +d tk+1 /nt tk+1
" 1 2 / t" In = — 5
/ t Arctantdt = tx Arctanxf% : k+1 (k+1)
ou en changeant de variable :
9. Soienta € Retw € R Alors b b
" / tKintdt = ﬁ/ (k+ 1)t5 (41 dt
x . _at —(asinwx 4+ w cos wx)e ? (k+1)% Ja
sinwte™ " dt = et
/ a2 + w? 1
. = / fnudu.
(k + 1)2 ak+1

et

x —acoswx + wsinwx)e” ¥
/ coswte df = ;_ > )
a? +w
par double intégration par parties ou en passant par les com-
plexes. Quelle est la méthode la plus efficace ?
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15.
/2 /2
/ exp(cost) dt :/0 exp(sint) dt
0
1 7T
=3 /0 exp(sint) dt
/2
= / exp(sin2u) du
0
16.
/2
/ exp(sint)costdt =e—1
0
17. Polynémes en tan

On cherche les primitives d"une expression de la forme

d
Z ag tan® x.
k=0

1741 Comme

tan?? 2 x = tan?” x - (1 + tan x) — tan?’ x,

les primitives de tan® x pour k pair sont, a +x pres, des poly-
nomes en tan x.
17.2 Comme

sin“? x .
tanZPtly = -sinx,

cosZPt1y

les primitives de tan’ x pour k impair sont, a &+ ¢n cos x pres, des
polynomes en tan x.

18. Sur l'intervalle | ~7/4, /2], une primitive de

_ 1
1+tant

a pour expression

t  In(l+tant)

/(1 +tan?t)

2" 2 - 4
19.1  Sur l'intervalle |7, 7|, une primitive de
1
1+ cost
est tan t/.
19.2  Sur l'intervalle [0, 7t] (et méme un peu plus!), une primi-
tive de
1
1+ sint
a pour expression
-2

1+ tan(t/2)°

20. Appliquer le changement de variable # = 1/} aux inté-
grales suivantes.

Int
o 1+12
b dt
o 1+183
botdt
a 1413

dt

dt

dt

21. Etudier en fonction de a les expressions suivantes.
x p—at x
/ dt / te " dt
J1ot Jo
22. Appliquer le changement de variable u = \/t a I'intégrale
suivante. N
/ e Vit
J1
23. Calculer les intégrales suivantes a I'aide d'un change-

ment de variable.

T : 2 e oVt
,/0 tcostzdtzsm(zn) /1 %dtzZ(eﬁfe)

1 ot s
——— dt = Arctane — —
/0 1+ e2t 4

¢ fnt?
I dt = tn?e
J1 ¢

/2 4
/ cos*tsintdt = 1/5
0

) 3
/Entdtzﬁne
J1 ot 3

24, Les primitives de

1
tv/1—1t2

s’expriment a l'aide de

lg 1—v1—-12

n—————.
2 14++v1— 2
Prolongement continu a 1’origine ?

25. Le changement de variable # = e™* nous donne

exp(—e™¥) pour primitive de exp(—x) - exp(—e™*). Graphe de
cette primitive?
26. Le changement de variable u = 2 nous donne —v/1 — 2
pour primitive de

t

V1-t2

v

Théoréme fondamental

27. Soit f, une fonction continue sur R. Quel que soita € R,

la fonction
{x - /:f(t) dt}

est une primitive de f. Toutes les primitives de f sont-elles de
cette forme ? (Considérer f(t) = t et f(t) = 1/(1 +t2).)

28. On s’intéresse aux primitives de cos” x et de sin” x.

28.1  Sin est pair, les primitives de cos” x et sin” x ne sont pas
bornées sur R.

28.2 Sin =2p-+1,alors

cos" x = (1 —sin®x)? -cosx et sin"x = (1 — cos?x)” -sinx

donc les primitives de cos” x (resp. de sin” x) sont des polyndémes
en sin x (resp. en cos x) et sont donc bornées sur R.

29. Pour tout x > 0, on pose
(x) = /" Int
¢ o 1/x 1+ 2
29.1  Démontrer que ¢ est de classe ¢! et calculer ¢'. (L'appli-

cation ¢ est constante.)
29.2  Retrouver le résultat précédent avec le changement de va-
riable u = 1/;.






5
Equations différentielles

I

Equations du premier ordre

1. Variation de la constante
On suppose connue une solution xy de I'équation différentielle
homogene

vtel, x(t)+a(t)x(t)=0

et on cherche une solution particuliére de I’équation complete
viel, x'(t)+a(t)x(t) =b(t)

de la forme

Alors

Vtel, K(Hxo(t)=b(t).

2. Filtre passe-bas
2.1 La fonction x(t) est solution de I'équation différentielle
Vi>0, t(t)+x(t) =«

si, et seulement si, il existe une constante K € C telle que

1—-iwt
— ke t/
Vt>0, x(t)=Ke T—i—m.
2.2 Pourquoi un filtre dont la sortie vérifie cette équation dif-
férentielle est-il appelé filtre passe-bas?
3.1 La fonction x(t) est solution de I’équation différentielle

VteR, tx'(t)—=x(t)=0

si, et seulement si, il existe une constante K € R telle que

VteR, x(t) = Kt.
3.2 L'équation tx'(t) — x(t) = 1 admet —1 pour solution par-
ticuliere.
3.3 L'équation tx'(t) — x(t) = cost admet

X sint
fcosxfx/ —dt
Jo t

pour solution particuliere.

4. On s’intéresse aux équations différentielles de la forme
suivante.
Vi>0, tx'(t)+x(t) = b(t).
4.1 Les solutions de I'équation homogene sont K/;.
4.2 Pour b(t) = 1, une solution particuliére est 1.
4.3 Pour b(t) = t, une solution particuliere est /2.

4.4 Pour b(t) = 1+ 2t, une solution particuliere est (t + 1)
(par superposition).
5. La fonction x(t) est solution de

VteRY, t/(t)+x(t)=0

si, et seulement si, il existe une constante K € R telle que
V>0, x(t)=-.

La seule solution sur R est la fonction nulle.

6. On s’intéresse aux équations différentielles de la forme
suivante.

V>0, x(t)+tx(t) = b(t).
6.1 Les solutions de I’équation homogene sont K exp(—/2).
6.2 Pour b(t) = t, une solution particuliere est 1.
6.3 Pour b(t) = #* + 1, une solution particuliere est .

6.4 Pour b(t) = (t + 1)?, une solution particuliere est (t + 2)
(par superposition).

6.5 Pour b(t) = exp(—#/2), une solution particuliere est
te=/2,
7. On s’intéresse a 1’équation différentielle

22 (1) + x(t) = 1.

7.1 L'application [t — 1] est une solution particuliere sur R.
7.2 Si x est une solution, alors il existe deux constantes A_ et
A telles que

Vi<0, x(t)=14+A_exp(/)
et

Vi>0, x(t)=1+Apexp(lh).
7.3 Il n’existe qu'une seule solution définie sur R.
8. Résoudre I'équation

X2y (x) + (1 - 20)y(x) = 22,
9. Résoudre I'équation
¥ (x) — y(x) tanx 4 cos® x = 0.

II

Equations du second ordre

10. On suppose que w € R est différent de 2.
La fonction x(t) est solution de I’équation différentielle

VieR, x"(t)+4x(t) =
si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que

iwt

t€eR, .
v 4 — w2

x(t) = Acos2t+ Bsin2t +
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11. Problémes de Cauchy
La fonction f est une solution de 1’équation différentielle

VteR, 3x"(t)+8x'(t)+4x(t) =0
si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que
VieR, f(t)=Ae +Be /5

Résolutions de quelques problemes de Cauchy :

f(0) 1(0) (AB)

1 2 (1,0
2 '8/3 (1/1)
3 2 (03)

12. Si I’équation caractéristique
X?—sX+p=0
admet deux solutions réelles, alors 1’équation complete
VieR, x"(t)—sx'(t)+ px(t) =
admet pour solution particuliere

(p—w2)+isw ot
xo(t) = —(P TP 2 e'wt.

121 Lasolution générale de 1'équation différentielle
VieR, x"(t)—4x'(t)+3x(t) = et
est de la forme
1-2i .
x(t) = Aef 4+ Be® + ST
10
pour w = 1 et de la forme

1480

:At B3f7
x(t) e’ + Be &5

pour w = 2.
12.2  Lasolution générale de 1’équation différentielle

VieR, x"(t)—2x'(t)—3x(t) =
est de la forme

2+i i

— A —t 3t
x(t) e '+ Be 10

12.3  Lasolution générale de 1’équation différentielle
VieR, x"(t)+6x'(t)+8x(t) =e
est de la forme

76
x(t) = Ae ! 4 Be ¥ + W& e't,

13. Problémes de Cauchy
13.1  Lasolution de I’équation
x"(t) —4x(t) =0
qui vérifie x(0) = 5 et x'(0) = 2 est définie par

VieR, x(t) =22 43¢,

13.2  Lasolution de I'équation
X (t) —2x'(¢) + x(t) = 0
qui vérifie x(0) = 2 et x'(0) = 5 est définie par
VteR, x(t)=2e +3te.
13.3  Lasolution de 1’équation
X () + 24 (t) +2x(t) =0
qui vérifie x(0) = 1 et x'(0) = —3 est définie par
VteR, x(t)=e (cost—2sint).
13.4  Lasolution de I’équation
x"(t) — 4x'(t) + 13x(t) = 0
qui vérifie x(0) = V2/3 et x'(0) = 5V2/; est définie par
VieR, e*sin(3t+ /).

Quelle est la solution qui vérifie x(0) = 1 et x'(0) = 5?

III

Raccordements
141 Une fonction x(t) est solution de 1'équation différentielle
VteR, x'(t)+x(t)=sint
si, et seulement si, il existe une constante K € IR telle que

sint — cost

VteR, x(t)=Ke '+ 5

142 On considere la fonction b(#) définie par
Vt<0, b(()=0 et V=0, b(t)=sint.

1. Si une fonction x(t) est solution de I'équation différen-
tielle
VteR, x'(t)+x(t)=b(t)

alors il existe deux constantes A et B réelles telles que
Vt<0, x(t)=Ae!

et int ;

VEz0, x(f) :Be’ter

2. La fonction x est de classe €' sur R si, et seulement si,
A=B-1/.

3. Iln’y apas de solution de classe % sur R (car la fonction
bn’est pas de classe ¢! sur R).

151 Sur [ =]—o00,0[ ou ]0, +0co[, une fonction x(#) est solution
de I'équation différentielle

tx'(t) +x(t) =0
si, et seulement si, il existe une constante K telle que

Vtel, x(t) = —.

152  L'équation tx'(t) + x(t) = 1 admet [t — 1] pour seule so-
lution sur RR.
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153  L'application

{ 1fcost}
t— ;

admet un prolongement f; de classe ! sur R.
L'équation tx'(t) + x(t) = sint admet f; pour seule solution sur

v

Changements de variable

16. On considere le changement de variable u = {nt.
16.1  La fonction y(u) est solution de I'équation différentielle

VueR, ay’(u)+by (u)+cy(u) = f(u)

si, et seulement si, la fonction x(f) = y(¢nt) est solution de
I’équation différentielle

V>0, at?x"(t)+ (a+Db)tx'(t) +cx(t) = f(Int).

16.2  Avec (a,b,c) = (1,2,1), 'équation

V>0, #2x"(t)+3tx'(t) + x(t) = f(Int)

se ramene a
VueR, y'(u)+2y(u)+yu)=f(u).
1. Lasolution générale de I'équation homogene est donc

A+ Bint

Vt>0,
t

x(t)

2. Avec f(u) =
complete

u, une solution particuliere de I'équation

V>0, t2x"(t)+3tx/(t) + x(t) = Int

estx(t) = =2+ {nt (qui découle de y(u) = u — 2).
3. Avec f(u) = e", une solution particuliere de 1'équation
complete
V>0, £2x"(8) 3t (t) +x(t) =t

est x(t) = t/4 (qui découle de y(u) = ¢"/4).
16.3  Avec (a,b,¢c) = (1, -5,6), I'équation

Vi>0, £2x"(t) —4tx'(t) +6x(t) = f(Int)
se ramene a
VueR, y"(u)—5y(u)+e6y(u)=f(u).

4. Lasolution générale de 1’équation homogene est donc

V>0, x(t)=At>+B.

5. Avec f(u) = 6u, une solution particuliere de 1'équation
complete

V>0, £2x"(t) —4tx'(t) + 6x(t) = 64nt
est 5
Vt>0, x(t):EJrEnt

6. Avec f(u) = 2¢", une solution particuliere de 1'équation
complete
V>0, £2x"(t) —4tx' (t) +6x(t) =2t

estx(t) =t.

17. On considére le changement de variable u = 2.
17.1  Lafonction y(u) est solution de I'équation différentielle

Vu>0, ay'(u)+by (u)+cy(u) = f(u)

si, et seulement si, la fonction x(t) = y(t?) est solution de I'équa-
tion différentielle

V>0, atx”(t)+ (2bt* —a)x'(t) + 4ct®x(t) = 43 F(£2).
172 Avec (a,b,¢) = (1,2,1), I'équation
tx" () + (42 — 1)’ (£) + 48%(t) =0

devient
y' () + 2y (u) + y(u) = 0.
La solution générale est donc

Vt>0, x(t)=(A+B2)e "

173 Avec (a,b,¢) = (1, -5,6), 'équation
tx" (t) — (1 +1062)x(t) +243x(t) = 0

devient
y" (u) =5y' (u) + 6y (u) = 0.
La solution générale est donc

V>0, x(t)= A2 4 B3

v

Equations du second ordre

18. La solution générale de I’équation différentielle

y'(x) — y(x) = chx

est
y(x) = Ae* + B+ xe"zie*".
19. La solution générale de I’équation différentielle
v (x) + 4y (x) + 3y(x) = cos x
est b sing
y(x) = Ae " + Be 3 + % + %
20. La solution générale de I’équation différentielle
y"(x) =2y (x) + 2y(x) = sinx
est .
y(x) = (Acosx + Bsinx)e* + % 2cgsx.



