Permutation de variables aléatoires

On considere deux variables aléatoires X; et X, définies sur un espace probabilisé (Q, .4, P). On suppose que
ces deux variables aléatoires ne prennent que des valeurs strictement positives et ont méme loi. Peut-on en déduire

que les variables aléatoires
X1 X2

Yi= 2l et Y=o 2
"TX X, TXi+ X

ont méme loi?

Cas de variables indépendantes

Notons E C IR, 'ensemble (fini ou dénombrable) des valeurs prises par les variables X; et X,. Comme elles ont

meéme loi, alors
YxeE PXi=x)=P(X;=x)

et comme elles sont indépendantes,
Vixy) €ExE PXy=xX;=y)=P(X; =x)P(Xz =y) =P(Xz =x) P(X; =y) =P(X; =y, Xz =x).

Autrement dit, les vecteurs aléatoires (X1, X2 ) et (X2, X7) a valeurs dans E x E ont méme loi.
@ Considérons maintenant une fonction f : E x E — R et notons F, 'image de f :

F= {f(X,U), (X)g) €Ex E}

Les applications Yy = f(Xj, X;) et Y2 = (X2, X;) sont des variables aléatoires a valeurs dans F et elles ont méme loi.
En effet,

VzeF [Yi=2z= |_| Xi=x,Xa=yl et [Ya=2]= |_| X2 =x,X5 =yl
(x,y)EEXE (x,y)EEXE
tq. f(x,y)=z tq. f(x,y)=z

Par o-additivité de P, on en déduit que

VzeF, P(Vi=z)= ) PXi=xXa=y)= Y PXz=xX;=y)=P(V2=2z).
(x,y)EEXE (x,y)EEXE
tq. f(x,y)=z t.q. f(x,y)=z

Cas de variables non indépendantes

Si on choisit X; = X;, ces deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes, mais il est encore vrai que les
vecteurs aléatoires (X7, Xz) et (X2, X1) ont méme loi — ils sont méme égaux en tant qu’applications de QO dans E x E!
Ce n’est donc pas une bonne idée pour trouver un contre-exemple, c’est-a-dire un couple (X1, X;) de variables
aléatoires de méme loi qui n’ait pas la méme loi que le couple (X3, X1).
a- 5ion considére des variables aléatoires X; et X, a valeurs dans un ensemble E = {«x, 3} de cardinal 2, on ne peut
pas trouver de contre-exemple.
En effet, la loi du couple est alors résumé par le tableau suivant.

Xz =0ol [Xz=0p]

X7 =« a
X7 = B] c

ac
|
<

Dans ce tableau figure un parametre 0 < p < 1 et quatre inconnues a, b, ¢, d qui
sont des réels positifs dont la somme est égale a 1. En imposant que les variables
aléatoires X; et X, aient méme loj, il faut en particulier que

PXy=a)=a+b=a+c=P(Xy =«

et donc que b = c : le tableau est alors symétrique et par conséquent le couple
(X2, X1) a nécessairement méme loi que le couple (Xj, X3).

Il G 1

Caramba, encore raté!



a Considérons maintenant deux variables aléatoires X; et X, a valeurs dans E = {1, 2,3} dont la loi conjointe est
donnée par le tableau suivant.

X=1 [Xy=2] [X;=3]

Xy =1] /o /9 0
X; =2] 0 /o /o
X; =3] /o 0 /o

En sommant les probabilités ligne par ligne et colonne par colonne, on constate que X; et X, suivent toutes les deux

la loi uniforme sur E : :

g.
Cela dit, ce tableau n’est pas symétrique, donc les deux couples (Xj, X;) et (X3, X1 ) ne suivent pas la méme loi.

Il reste a vérifier que les deux variables aléatoires Y; et Y, ne suivent pas la méme loi : c’est bien le cas (la
vérification est assez fastidieuse).

P(X=1)=P(X=2)=P(X=3) =

Loisde Y; et Y,
z h s V4o 250 2 3 35
PYy=2z) 53 2 0 0 26 26 0
P(Yo=2z) 5 0 26 26 0 0 2

On peut alors vérifier que

&6
135 135

E(Y1) E(Y2).




