RMS 2022 [1131]

Soient E, un espace vectoriel de dimension trois, et (e, ez, e3), une base de E.
Pour a € C, on définit I'endomorphisme f de E en posant

foler) =fq(e3) = aer +e; —aes et fqlez) = Og.

1 | Donner une base de I'image et une base du noyau de f .

2: | Ecrire la matrice A de f4 relative a la base (eq, ez, e3).

Calculer A%. Qu’en déduire?
Quelles sont les valeurs propres de o ? Cet endomorphisme est-il
inversible ? diagonalisable ?

Par définition, le noyau de f, contient les vecteurs e; — e3 et e;. Comme
la famille (eq, ez, e3) est libre, les vecteurs

eg=1-e1+0-e2+(—1)-e3 et e3=0-e1+1-e2+0-¢e3

sont linéairement indépendants, donc dim Ker f, > 2.
Par ailleurs, le vecteur

e3="Tfqler)=a-e1+1-e2—a-e3=a-e1+1-¢;

n’est pas nul (en tant que combinaison linéaire d'une famille libre dont les
coefficients ne sont pas tous nuls) et appartient a I'image de f,. Donc le rang
de f, est au moins égal a 1.

D’apres le Théoreme du rang,

Kerf, = Vect(eq,e2) et Imf,=C-(a-¢e1+€2).
La matrice de f, dans la base (e1, ez, e3) est égale a
a 0 a
A=|1 0 1
—a 0 —a

La matrice de f, dans la base (1, €2, e1) est égale a

0 0
Al=10 0
00

o =0

D’apres la formule du changement de base, ces deux matrices sont semblables.
Il est clair que (A’)? = 03. Comme A et A’ sont semblables, A% = 05.

# On pouvait aussi remarquer que Imf, C Ker fq pour conclure encore plus
vite.

La matrice A est donc nilpotente. Comme elle n’est pas nulle, elle est
donc nilpotente d’indice 2 : son polyndme minimal est égal a X? et son poly-
nome caractéristique a X3.

Puisque A est nilpotente, son spectre est égal a {0}. Cette matrice n’est
donc pas inversible.

Si elle était diagonalisable, alors elle serait semblable a la matrice nulle et
donc en fait égale a la matrice nulle. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.



