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1§ Soient A, B et C dans Mn(C). On suppose que C 6= 0n et que AC = CB.
Démontrer que

∀ P ∈ C[X], P(A).C = C.P(B).

2§ Démontrer qu’un produit de matrices est inversible si, et seulement si,
tous ses facteurs sont inversibles. En déduire que A et B ont au moins une
valeur propre commune.
3§ Réciproquement, on suppose que A et B ont une valeur propre commune.

Démontrer qu’il existe une matrice C non nulle telle que AC = CB.

1§ Il est clair que A0C = C = CB0 et, par hypothèse, A1C = CB1.
S’il existe un entier k > 1 tel que AkC = CBk, alors

Ak+1C = A.AkC
HR
= A.CBk = AC.Bk = CB.Bk = C.Bk+1.

On a ainsi démontré par récurrence que AkC = CBk pour tout k ∈ N.
Par combinaison linéaire, on en déduit que P(A).C = C.P(B) pour tout

polynôme P.
2§ Quelles que soient les matricesM1, . . .,Mr dans Mn(C),

det(M1 · · ·Mr) =

r∏
k=1

detMk ∈ C.

Un produit de complexes est nul si, et seulement si, l’un des facteurs est nul
et le produit de matrices M1 · · ·Mr est inversible si, et seulement si, son dé-
terminant n’est pas nul. Par conséquent, le produitM1 · · ·Mr est inversible si,
et seulement si, detMk 6= 0 pour tout k, c’est-à-dire si toutes les matrices Mk

sont inversibles.
§ Supposons que le spectre de A et le spectre de B soient des parties dis-

jointes deC et notons P, le polynôme caractéristique de B. En tant qu’élément
de C[X], ce polynôme P est scindé :

P =

r∏
k=1

(X− µk)
mk .

Comme P(B) = 0n (Théorème de Cayley-Hamilton), on déduit de ce qui pré-
cède que

P(A).C = C.P(B) = 0n

alors que la matrice

P(A) = (A− µ1)
m1 × · · · × (A− µr)

mr

est inversible en tant que produit de matrices inversibles (les valeurs propres
µk de B ne sont pas des valeurs propres de A !). On en déduit que C = 0n, ce
qui est impossible par hypothèse.

On a démontré par l’absurde que les matrices A et B admettaient une
valeur propre commune.
3§ Considérons une valeur propre λ ∈ C commune aux matricesA et B. Par

définition, ni la matrice (A− λIn), ni la matrice (B− λIn) ne sont inversibles.
D’après le Théorème du rang, la dimension de Ker(A−λIn) est au moins

égale à 1 et la dimension de Im(B− λIn) est au plus égale à (n− 1). Par consé-
quent, il existe une matrice C 6= 0n telle que

Im(B− λIn) ⊂ KerC et ImC ⊂ Ker(A− λIn).

- Si (ε1, . . . , εr) est une famille libre de cardinal r < n, on peut la compléter en
une base (εk)16k6n de E.



Si (u1, . . . , uq) est une famille libre de cardinal q > 1, alors il existe un endo-
morphisme ϕ de E tel que

∀ 1 6 k 6 r, ϕ(εk) = 0E et ∀ r < k 6 n, ϕ(εk) = u1.

Il est clair que Vect(ε1, . . . , εr) ⊂ Kerϕ et que Imϕ = C ·u1 ⊂ Vect(u1, . . . , uq) ;
en particulier, ϕ n’est pas l’endomorphisme nul.

On en déduit que C.(B − λIn) = 0n = (A − λIn).C et donc, après déve-
loppement et simplification, que CB = AC.


