RMS 2022 [1143]

Soient A, B et C dans M (C). On suppose que C # 0y, et que AC = CB.
Démontrer que
VPeC[X], P(A).C=C.P(B).

Démontrer qu'un produit de matrices est inversible si, et seulement si,
tous ses facteurs sont inversibles. En déduire que A et B ont au moins une
valeur propre commune.

Réciproquement, on suppose que A et B ont une valeur propre commune.
Démontrer qu’il existe une matrice C non nulle telle que AC = CB.

Il est clair que A°C = C = CB° et, par hypothese, A'C = CB'.
S'il existe un entier k > 1 tel que A*C = CB¥, alors

AKH1C = AARC "R A.CB* = AC.B¥ = CB.B* = C.B**'.

On a ainsi démontré par récurrence que A*C = CB¥ pour tout k € N.

Par combinaison linéaire, on en déduit que P(A).C = C.P(B) pour tout
polyndme P.
Quelles que soient les matrices My, ..., M, dans M, (C),

det(M; ---M,) = [ [ detMy € C.
k=1

Un produit de complexes est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul
et le produit de matrices My - - - M, est inversible si, et seulement si, son dé-
terminant n’est pas nul. Par conséquent, le produit M; - - - M., est inversible si,
et seulement si, det My # O pour tout k, c’est-a-dire si toutes les matrices My
sont inversibles.

a Supposons que le spectre de A et le spectre de B soient des parties dis-
jointes de C et notons P, le polyndme caractéristique de B. En tant qu’élément
de C[X], ce polyndme P est scindé :

T

P=TTX—mm-

k=1

Comme P(B) = 0, (Théoreme de Cayley-Hamilton), on déduit de ce qui pré-
cede que
P(A).C =C.P(B) =0n

alors que la matrice
PIA) = (A — )™ x o x (A — )™

est inversible en tant que produit de matrices inversibles (les valeurs propres
ux de B ne sont pas des valeurs propres de A!). On en déduit que C = 0y, ce
qui est impossible par hypothese.

On a démontré par 1'absurde que les matrices A et B admettaient une
valeur propre commune.

Considérons une valeur propre A € C commune aux matrices A et B. Par
définition, ni la matrice (A — Al ), ni la matrice (B — AL, ) ne sont inversibles.

D’apres le Théoréeme du rang, la dimension de Ker(A —Aly, ) est au moins
égale a 1 et la dimension de Im(B — Al,,) est au plus égale a (n — 1). Par consé-
quent, il existe une matrice C # 0, telle que

Im(B—AL,) CKerC et ImC C Ker(A—AlL).

% Si(eqy...,¢er) est une famille libre de cardinal v < n, on peut la compléter en
une base (ex)1<k<n de E.



Si(wyy...,uq) est une famille libre de cardinal q > 1, alors il existe un endo-
morphisme ¢ de E tel que

VI<k<r, o@(ex) =0 et Vr<k<n, olex)=1.

Il est clair que Vect(e1,...,&;) C Ker @ et queIm ¢ = C-uy C Vect(ug,...,uq);
en particulier, @ n’est pas I'endomorphisme nul.

On en déduit que C.(B — Al,) = 0, = (A — Al,).C et donc, apres déve-
loppement et simplification, que CB = AC.



