RMS 2022 [1206]

On considere la suite de polynomes (P )xen définie par Po =1, Py = Xet

X(X — k)k

Vk>2, = Py= o

Soit n € N. Démontrer que (Px)ockn est une base de Ry [X].
Démontrer que

Vne N, P, =Pn_1(X—1).
En déduire que

V1<k<n, P =P, (X=X

Démontrer que 'application Oy, définie par
VQERTL[X]) (I)n(Q):Q_Q/(X+])

est un endomorphisme de R [X].

® Exprimer les polynomes @, (Py) en fonction de Py, ..., Pr.

€ Démontrer que O, posséde une unique valeur propre. Déterminer I'espace
propre associé. L'endomorphisme ©, est-il diagonalisable ?

Démontrer que @, est un automorphisme de R, [X]. Calculer @ (Py)
pour 0 <k < n.

Pour tout 0 < k < n, le degré du polynéme Py est égal a k, donc la
famille (Pi)ogk<n est une base de Ry, [X] (échelonnée en degré).

Pour tout entiern > 1,

(X —n)™! n (n—1X(X—n)"2

P! =
n n! n!
_ n—2
= % [(X=n)+ (n—1)X]

X—1)((X=T)=(m—1)™ "1
_ = (T)l_(]?! ) — P (X—1).

On suppose que P =P (X —K) pour un entier 1 < k < n (c’est vrai
pour k = 1 comme on vient de le constater). Alors

Pl = (P) E (P (X — X))
=P/ (XK
=Phnr-1((X=%k) —=1) (calcul précédent)
= Pn—(k—H ) (X - (k + 1)))
ce qui prouve que notre hypothese de récurrence est vraie pour 1 < k < n.
Pour tout polyndéme Q € R, [X],
degQ'(X+1) =degQ’' < degQ <n

et comme @, est évidemment linéaire, I'application @, est bien un endomor-
phisme de R, [X].
a Il est clair que @ (Po) = Py et que ©,(P7;) =X —1=P; —P,.
D’apres la question précédente, pour 2 < k < n,

O (Py) =P —PL(X+1) =Px — Pr_s.



@ La matrice de @, relative a la base (Px)o<k<n est donc

1T -1 0 - 0
0

0
: w1 =1
0 -+ - 0 1

Cette matrice est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux. Par conséquent, @, admet 1 comme seule valeur propre et il est
clair sur la matrice que le sous-espace propre associé a 1 est la droite IR - Py des
polyndémes constants.

% On peut aussi constater que I'équation @, (P) = P se traduit par —P'(X+1) =
0 et donc P’ = 0.

Comme 0 n’est pas valeur propre, O, est inversible : ¢’est un automor-
phisme de R, [X].
Il est clair que @, '(Py) = Po. D’autre part, comme

Vi<k<n, @,(Px)="Prx—Prq
et que, pour tout 1 <k < n,
k k k
P=Po+ ) (Pi=Pi 1) =Dn(Po)+ ) @un(Pi) =Dy (Z P1>,
i=1 i=1 i
alors
Kk

vi<k<n, ©.'(P)=) P
i=0

#v Cette expression est correcte également pour k = 0.



