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On considère la suite de polynômes (Pk)k∈N définie par P0 = 1, P1 = X et

∀ k > 2, Pk =
X(X− k)k−1

k!
.

1§ Soit n ∈ N. Démontrer que (Pk)06k6n est une base deRn[X].
2§ Démontrer que

∀ n ∈ N∗, P ′n = Pn−1(X− 1).

En déduire que

∀ 1 6 k 6 n, P(k)n = Pn−k(X− k).

3§ Démontrer que l’applicationΦn définie par

∀ Q ∈ Rn[X], Φn(Q) = Q−Q ′(X+ 1)

est un endomorphisme deRn[X].
¦ Exprimer les polynômesΦn(Pk) en fonction de P0, . . ., Pn.
¦ Démontrer que Φn possède une unique valeur propre. Déterminer l’espace
propre associé. L’endomorphismeΦn est-il diagonalisable?
4§ Démontrer que Φn est un automorphisme deRn[X]. CalculerΦ−1

n (Pk)
pour 0 6 k 6 n.

1§ Pour tout 0 6 k 6 n, le degré du polynôme Pk est égal à k, donc la
famille (Pk)06k6n est une base deRn[X] (échelonnée en degré).
2§ Pour tout entier n > 1,

P ′n =
(X− n)n−1

n!
+

(n− 1)X(X− n)n−2

n!

=
(X− n)n−2

n!
·
[
(X− n) + (n− 1)X

]
=

(X− 1)
(
(X− 1) − (n− 1)

)(n−1)−1

(n− 1)!
= Pn−1(X− 1).

On suppose que P(k)n = Pn−k(X− k) pour un entier 1 6 k < n (c’est vrai
pour k = 1 comme on vient de le constater). Alors

P(k+1)
n = (P(k)n ) ′

HR
=
(
Pn−k(X− k)

) ′
= P ′n−k(X− k)

= P(n−k)−1

(
(X− k) − 1

)
(calcul précédent)

= Pn−(k+1)

(
X− (k+ 1)

)
,

ce qui prouve que notre hypothèse de récurrence est vraie pour 1 6 k 6 n.
3§ Pour tout polynôme Q ∈ Rn[X],

degQ ′(X+ 1) = degQ ′ 6 degQ 6 n

et commeΦn est évidemment linéaire, l’applicationΦn est bien un endomor-
phisme deRn[X].

§ Il est clair que Φn(P0) = P0 et queΦn(P1) = X− 1 = P1 − P0.
D’après la question précédente, pour 2 6 k 6 n,

Φn(Pk) = Pk − P ′k(X+ 1) = Pk − Pk−1.



§ La matrice de Φn relative à la base (Pk)06k6n est donc

1 −1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . 1 −1
0 · · · · · · 0 1


Cette matrice est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux. Par conséquent, Φn admet 1 comme seule valeur propre et il est
clair sur la matrice que le sous-espace propre associé à 1 est la droiteR ·P0 des
polynômes constants.

- On peut aussi constater que l’équationΦn(P) = P se traduit par −P ′(X+1) =
0 et donc P ′ = 0.

4§ Comme 0 n’est pas valeur propre, Φn est inversible : c’est un automor-
phisme deRn[X].

§ Il est clair que Φ−1
n (P0) = P0. D’autre part, comme

∀ 1 6 k 6 n, Φn(Pk) = Pk − Pk−1

et que, pour tout 1 6 k 6 n,

Pk = P0 +

k∑
i=1

(Pi − Pi−1) = Φn(P0) +

k∑
i=1

Φn(Pi) = Φn

( k∑
i=0

Pi

)
,

alors

∀ 1 6 k 6 n, Φ−1
n (Pk) =

k∑
i=0

Pi.

- Cette expression est correcte également pour k = 0.


