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Soit u, un endomorphisme de R*™ tel que u> = 0 et rgu = n.
‘€ Démontrer que Ker u = Imu.
¥ En déduire qu'il existe une base de R*™ dans laquelle la matrice de w est égale
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Soit w, un endomorphisme de R3™ tel que u> = 0 et rgu = 2n.
¥ Démontrer que Ker u = Imu?.
¥ En déduire qu'il existe une base de R3™ dans laquelle la matrice de u est égale

a
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Comme u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie égale
a 2n, on déduit du théoréme du rang que

dimKeru =2n —rgu =n. (1)
Par ailleurs, comme u? = 0, on a aussi
Imu C Keru. (2)

On a établi une inclusion et I'égalité des dimensions (finies!), donc les deux
sous-espaces sont égaux :
Imu = Keru. ©)]

a Comme la dimension de Im u est égale a n, il existe une base (e, ..., en)
de Imu et, par définition de 1'image, il existe une famille (en1,...,€e2n) de
vecteurs tels que

Vi<k<n, ex = u(en+k)-

Vérifions la famille 4 = (eq,...,en,ent1,-..,€2n) est bien une base de
R?™ : pour des raisons de dimension, il suffit de prouver que % est une famille
libre. Si les scalaires Ay (1 < k < 2n) sont tels que

ZAk'ekzo) (4)

alors

Z?\k Ulensi) + Z Ak - ex =0.

k=n+1

Par linéarité de u et comme u? =0,

Z A - u(ex) Z7\n+k ex.

k=n+1

Par construction, la famille (eq,...,en) est libre, donc les scalaires A, 41, ...,
A2n sont tous nuls. Il ne reste de (4) que

i _

A nouveau, la famille (e1,...,en) est libre, donc les scalaires Ag, ..., An sont
tous nuls : on a prouvé que % était une famille et (donc) une base de R*™.



@ Comme u? =0,
Vi<k<n, ulex)=u?(enix)=0.
D’autre part, par définition de la famille %,
Yyn+1<k<2n, u(enrx) = ex.

Donc la matrice de u relative a cette base 4 est bien la matrice voulue.
D’apres le Théoreme du rang,

dimKeru = dimR3" — rgu=3n—2n=n. 5)
Comme u® =uou? =0, il est clair que
Imu? C Keru (6)
et en particulier
rg u? < dimKeru = n. 7)

omme Keru est un espace de dimension n contenu dans Ker u-, il existe
C K t ded 5 tenu dans Keru?, il exist

une base (e1,...,&n) de Keru et on peut compléter cette base pour obtenir

une base de Keru? :

VeCt(€1y ..y Eny EnglyerrsEr) = Keru?. (8)
~—
base de Ker u
On en déduit que
Keru @ Vect(eni1,..., &) = Keru?. 9)
La famille (u(en1),...,u(e,)) estlibre : en effet, si
T
> Acule) =0,
k=n+1
alors

u( i ?\k~ek>:O.

k=n+1

Dans ces conditions, la combinaison linéaire

k=n+1
appartient a la fois a Keru et a Vect(en1,...,¢), alors que ces deux sous-
espaces vectoriels sont en somme directe. Par conséquent, cette combinaison
linéaire est nulle et comme la famille (er,41,..., ) est libre, on en déduit que
les scalaires Ay 1, ..., A sont tous nuls.
Comme u? = 0, la famille (u(en41),...,u(er)) est une famille libre de

(r —n) vecteurs dans Ker u. Comme dim Keru = n par (5), on en déduit que
(r—n) < n, c’est-a-dire

dimKeru? =r < 2n. (10)
D’apres le Théoreme du rang,
rgu2 =dimR3" —dimKeru? >3n—2n=n (11)
et d’apres (7) et (5), on a donc
rgu2 =n = dim Ker u. (12)
Avec l'inclusion (6) et 1’égalité des dimensions, on a prouvé que

Imu? = Keru.



@ Considérons une base (ej,...,e,) de Imu?. Il existe donc une famille
(e2n+1,...,€3n) telle que

VIi<k<n, ex=u’(ensk)

et on pose
Vi<k<n, enik=1ulenik).

On vient de définir une famille
B = (61,...,en,€n+1,...,ezn,€2n+1,...,e3n)
2 2
= (‘LL (eln+1))“')u (e3n))u(62n+1))-">u(63n)> 62n+1)"')e3n).

11 suffit bien entendu de vérifier que cette famille est libre pour démontrer que
c’est une base de R*". Considérons donc une relation de liaison :

3n
0=) A-ex= Z M- (e2ni) + Z Anik - u(€znix) + Z Anik - €2n+k
k=1 k=1 k=1 k=1

et appliquons u? : comme u? = 0, il reste seulement

Z A - u?(ex) Z?\zn+k ek

k=2n+1
et comme la sous-famille (eq,...,ey) est libre par construction, on en déduit
que Apng1 = = Azn = 0. Il reste alors
2n
0=) A-ex= Z M- uP(ean i) + Z Anjx - wleznix)
k=1 k=1 k=1

et on applique u. Comme u3 =0,

0= Z Atk - u?(€2n+k) Z Antk - €k.

k=1
On obtient, comme précédemment, ainsi que An7 = --- = Ay = 0. Il reste
donc seulement N
Z >\k ek = 0
k=1
d’ot on déduit enfinque A; =--- =A, =0.
a Comme u(e;) = u3(62n+1) 0,...,u(en) = u3(e3n) = 0 et comme, par

construction méme,
Vi<k<n, ulenii) =ex et ulernix) =enix,

la matrice de u dans cette base a exactement la forme voulue.



