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1§ Développer

f(t) =
t

2− t2

en série entière. Préciser le rayon de convergence.
2§ Donner la loi d’une variable aléatoire X dont la fonction génératrice est f.
3§ Calculer l’espérance de X.
4§ Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = 1

2
· X.

1§ Pour |t2/2| < 1,

t
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t

2
· 1

1− (t2/2)
=
t

2

+∞∑
n=0

(t2
2

)n
=

+∞∑
n=0

t2n+1

2n+1

et pour |t2/2| > 1, la série (géométrique) est grossièrement divergente.
Par conséquent, le rayon de convergence est égal à 1/√2.

2§ Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut identi-
fier terme à terme. Puisque

∀ t ∈ [0, 1],

+∞∑
k=0

P(X = k)tk =

+∞∑
n=0

1

2n+1
t2n+1,

alors
— si k est pair, alors P(X = k) = 0 — autrement dit, X est une variable

aléatoire dont les valeurs sont presque sûrement des entiers impairs ;
— si k est impair, alors il existe n ∈ N tel que k = 2n+ 1 et

P(X = k) =
1

2n+1
.

3§ Comme le rayon de convergence de la série génératrice est strictement
supérieur à 1, la variable aléatoire X admet des moments de tout ordre. En
particulier,

E(X) = f ′(1).

Or

∀ t ∈ [0, 1/√2], f ′(t) =
1

2− t2
+

2t2

2− t2

et donc f ′(1) = 3.
4§ Comme les valeurs de X sont des entiers impairs, Y est une variable aléa-

toire à valeurs dans l’ensemble des demi-entiers :

Y : Ω→ E =
{2n+ 1

2
, n ∈ N

}
et comme

∀ n ∈ N,
[
Y =

2n+ 1

2

]
= [X = 2n+ 1],

alors
∀ n ∈ N, P

(
Y =

2n+ 1

2

)
=

1

2n+1
.


