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Soit ϕ, l’application définie par

∀ P ∈ Rn[X], ψ(P) = P + P ′.

1§ Démontrer que ψ est un endomorphisme deRn[X].
2§ La matriceMϕ qui représente ψ dans la base canonique deRn[X] est-elle

inversible?
3§ Cette matrice est-elle diagonalisable?

1§ Il est clair que ψ est linéaire deRn[X] dansR[X]. De plus,

∀ P ∈ Rn[X], deg P ′ 6 deg P

donc
∀ P ∈ Rn[X], degψ(P) 6 max{deg P,deg P ′} 6 deg P 6 n

donc ψ(P) ∈ Rn[X] pour tout P ∈ Rn[X] : l’application ψ est bien un endo-
morphisme deRn[X].
2§ Il est clair que ψ(1) = 1 et que

∀ 1 6 k 6 n, ψ(Xk) = Xk + kXk−1,

donc

Mψ =


1 1 0 0

0 1 2

1 0

n

0 0 1

 .

Cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous dif-
férents de 0, donc elle est inversible.
3§ Ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc Spψ = {1}.

Pour n > 2, la matrice est distincte de In, donc elle n’est pas diagonali-
sable.

En revanche, pour n = 1, elle est diagonale (soupir).


