RMS 2022 [1147]

Soient E, un espace euclidien de dimension n; (eq,...,en), une base
orthonormée de E et (x1,...,xn), une famille de vecteurs de E telle que

n
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En déduire que la famille

(e1 +X1y...yen +%Xn)

est une base de E.
Par inégalité triangulaire et homogénéité,
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et d’apres l'inégalité de Schwarz,

(kzn]w ||xk|)2 < @w) (i eul?):

On dispose d’'une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de di-
mension n, il suffit donc de démontrer qu’elle est libre pour en déduire qu’il
s’agit d'une base de E.

@ Considérons donc une famille de scalaires (Ay)1<k<n telle que

D A (e +xx) = 0e
k=1

et donc telles que
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Comme la famille (e )1<x<n est orthonormée,
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Si les Ay ne sont pas tous nuls, alors la somme AZ + - -+ + A% est strictement
positive et, d’apres la premiere question,

;)\k - Xk 2 < (;IAkF) (; ||Xk||2) < (;P\kz).

On en déduit alors que
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ce qui est absurde.
La famille (ex + xx)1<kgn est donc une base de E.

# En écrivant la matrice de la famille (ex + X1 )1<x<n relative a la base orthonor-
mée (ex)1<kgn, O vOit que cet exercice est une variante du lemme d’Hadamard sur
les matrices a diagonale dominante (qui sont des matrices inversibles).



