RMS 2021 [1371]

On définit la suite (Wn)nen en posant up = 1 et
YneN, uppr=m+Nu,+ (=1

On pose également
u
VneN, v,=—".
n!

Exprimer vn 41 en fonction de vy, et de n.

En déduire que la suite (v )nen est convergente.

En déduire que la série 3 _vnx™ converge pour tout x € [0, 1[.

Pour quels x € R la série }_unx™ est-elle convergente?

Calculer le rayon de convergence et la somme S de la série entiére 3 vnx™.

D’apreés la relation de récurrence liant u,, et un 1,

m+Nuy,  (=1+! (-1t
N, vnig = SV S
VnEN, v = T T gy T

On peut aussi écrire cette relation sous la forme

(_])n+1

VTLG]N, Vn+] —Vn:m.

Or la suite de terme général tend vers 0 en décroissant, ce qui per-

n+1 )!
met d’appliquer le Critere spec1a1 des séries alternées. Par conséquent, la série
télescopique ) (Va1 —Vn) est convergente, donc la suite (vn Jnen est conver-

gente.

#v On pourrait aussi remarquer gue la série Y (vn1—Vn ) est absolument conver-
+
gente (a 'aide du Théoreme de comparaison) — mais c’est sans importance pour ré-
pondre a la question posée.

Pour 0 < x < 1, la série géométrique ) x™ est absolument convergente.
Comme la suite (vn )Jnen est convergente, elle est en particulier bornée, donc

vpxt = OK")
n—+o0

etd’apres le Théoreme de comparaison, la série }_ v, x™ est absolument conver-
gente et donc convergente.

4+ | On sait que
q

Par télescopage,

n—1

n no 1k
Vn=Vo+ Y (Viepr —vi) =T+ Z :Z(k]!)

k=0 k=0

donc la limite de la suite (vy)nen est égaleae™! > 0.
Pour tout x € R non nul, on en déduit que

Upx® ~ e nix" —
n—+oo n—+oo
Par croissances comparées de x™ et de n!, on en déduit que la série ) u,x™
est grossierement divergente.
La série )_unx™ converge donc si, et seulement si, x = 0.



On a démontré plus haut que la série ) v,x™ était absolument conver-
gente pour 0 < x < 1.
Pour x = 1, la série }_ v, x™ est grossierement divergente (puisque son
terme général tend vers e~ # 0).
Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere ) v, x" est
égalal.
@ Pour x| <1,

“+o00 “+o0
= E Xt =1+ E Vg x™H!

+oo too n+1 n+1
=T+ ) vax™'+ Z =Y
Tl
n=0 n=0

+oo +oo n+1
—vanx“—ﬁ—{]—i—Z }
n=0 n=0

= xS(x) + exp(—x)

donc
vVxel-1,1[, Sx)=

# On en déduit que (1 —x)S(x) = e et donc que
vxel-1,1[, (1—%x)S'(x)—S(x) =—e ™.

Mais on peut aussi vérifier que

vxel-1,1, S'(x)= S(x).

A quoi peuvent servir ces équations différentielles ? Le calcul direct de S(x) les rend
peu intéressantes...



