RMS 2021 [1301]

On considere la matrice

000 01
0 00 01
M=|0 0 0 0 1
0 0 0 01
T 1 1 11

Quel est le rang de M. ?

La matrice M est-elle inversible ?

Quelle est la dimension du noyau de M ? Donner une base de ce
sous-espace.

Calculer M? et M3. En déduire un polynome annulateur de M.

Déterminer les éléments propres de M. La matrice M est-elle
diagonalisable ?

Les deux dernieres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang
de M est au moins égal a 2. Les quatre premiéres colonnes sont égales, donc
le rang de M est au plus égal a 2. Le rang de M est donc égal a 2.
On sait qu'une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son rang
est égal au nombre de ses colonnes (Théoreme du rang). D’apres la question
précédente, rg M < 5, donc M n’est pas inversible.
D’apres le Théoreme du rang, le nombre de colonnes d une matrice est la
somme du rang de cette matrice et de la dimension de son noyau. Par consé-
quent,

dimKerM =5—-2 = 3.

Il reste a trouver une famille libre de trois vecteurs dans Ker M.
On connait trois relations de liaison évidentes entre les colonnes de M :

Ci—C=C—-C3=C3—-C4 =0.

Par conséquent, le noyau de M contient les trois vecteurs

1 0 0

—1 1 0
ol, |-1], |1
0 0 —1
0 0 0

et comme ces trois vecteurs forment clairement une famille libre (les colonnes
sont échelonnées), on a trouvé une base de Ker M.

On trouve :
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et on en déduit facilement que
M? — M? =4M.
Autrement dit, la matrice M admet pour polynéme annulateur

X3 —X?2—4X=X(X? =X —4) =X(X—x)(X—P)
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# Pour la matrice M, c’est un polyndme annulateur unitaire. D’apres la matrice
M2, la matrice M n’admet pas de polynome annulateur non nul de degré inférieur a
2, donc ce polyndme annulateur est en fait le polyndme minimal de M.

La matrice M est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.

% Par ailleurs, on a calculé son polyndme minimal, qui est bien scindé i racines
simples.

@ Les valeurs propres de M sont les racines de son polynéme minimal,
donc
SP(M) = {O) X, B}

et on a déja calculé une base du sous-espace propre Ker M.
@ Comme M est diagonalisable,

5 = dim Ker M + dim Ker(M — «l5) + dim Ker(M — B15)
et comme o et 3 sont des valeurs propres de M,
dimKer(M — als5) > 1 et dimKer(M — BI5) > 1.

Par conséquent, les deux sous-espaces propres Ker(M — «Is) et Ker(M — 15)
sont des droites vectorielles.

@ Comme d’habitude en pareil cas, on va caractériser les deux sous-espaces
propres par un seul calcul, puisqu’il sont dirigés par des vecteurs "conjugués".
Analyse — Pour A € {«, 3},

X1
X2
x3 | € Ker(M — Als)
X4
X5
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Il faut donc que
X5 = }\X] = AXZ = AXg = AX4

c’est-a-dire qu'il existe un scalaire t € IR tel que

X1 1
X2 1
x3 | =t-]1
X4 1
X5 A
Synthése — Comme A est une valeur propre de M et que le sous-espace
propre associé a A est une droite, il est inutile d’aller plus loin! Pour A € {«, B},

Ker(M —Als) =R -
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# En exploitant la cinquieme ligne de la matrice, on aurait obtenu la relation
44N =M,
c’est exactement ce que dit le polynome minimal de M|
# La matrice M est symétrique réelle et le Théoreme spectral nous assure que les

sous-espaces propres de M sont deux a deux orthogonaux. On le vérifie facilement en
tenant compte du fait que x3 = —4 (d’apres le polynome minimal).



