RMS 2021 [1401]

(Enoncé adapté au programme de premiére année)

On considere I'équation différentielle

Vit<1, (1—tx'(t)—x(t)= 11? (E)

e | Résoudre I'équation (E).

2« | Soit f, une solution de (E).

® Démontrer que, pour tout n € IN*, la fonction f admet un développement
limité a I'ordre n au voisinage de t = 0.

€ On suppose que

ft) = > apt* +o(t").
k=0

t—0

Démontrer que f' admet un développement limité a I'ordre (n — 1) au voisinage
det=0:

n—1

() = ) bt +o(t™ ).
t—0 s

Exprimer les coefficients by, ..., bn_1 en fonction des coefficients ay, ..., an.
® Exprimer ao, a1, a, en fonction de £(0).

® En supposant que f(0) = O, tracer I'allure du graphe de f au voisinage de
t=0.

Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du premier ordre : on sait
résoudre I'équation homogene et on fait ensuite varier la constante pour trou-
ver la solution générale de 1'équation.

La fonction x est une solution de I'’équation homogene si, et seulement
si, il existe un réel A tel que

vt<T, x(t) =A ——.

La fonction xo = [t — K(t)x(t)] est une solution de 'équation complete si, et
seulement si,

vt<l, (1—t)~[K’(t)~1}_]1_t

C’est-a-dire
Vi<, K(t) = Ko — In(1 —1t).
La fonction x est donc solution de I'équation différentielle si, et seulement si,
il existe un réel K tel que
Ko n(1—1)
1—t 1—t

vt<l1, x(t)=

Il est clair que toute solution f de I’équation (E) est de classe € sur l'in-
tervalle ouvert |—oo, 1[. D’apres la formule de Taylor-Young, une telle fonction
f admet un développement limité a un ordre n quelconque au voisinage de
t=0et

f(k)(o) k n
ot elth).

ft) = f0)+_
k=1

—0

a Par unicité du développement limité, on a donc ap = f(0) et

£0(0)
Kkl

Vlgkgn, ax =



Comme f est de classe €, il en va de méme pour sa dérivée f’, qui admet
aussi un développement limité a I’ordre (n — 1) au voisinage de t =0:

n—1 n—1
() 0) _ fk1)(0) -
/ _ n—1 _ k n—1
) =, 2w ttot™ ) k; o boret).

Par unicité du développement limité a nouveau, on a donc

f1)(0) (k+1)!

V0<k<n, bk: Kl :ak+1'T:(k+1)ak+].

@ En particulier pourn =2, 0ona
f(t) = ao + art+ axt> + o(t?) et f'(t) = ajt+ 2ast + oft).
En injectant dans 1’équation (E),

((a1 +2ast) —ait+ o(t)) — (ao +art+ o(t)) tio T+t+o(t)

et on en déduit (unicité du développement limité) que :
ai—ap=1 et 2a;—a;)=1

c’est-a-dire :

3
ar=14a et a=a - =aq =.
1 + ao 2 1+2 o+2

La formule de Taylor nous rappelle enfin que ao = f(0).
@ Avec f(0) =0, il reste donc ap =0, a; = 1T et a; = 3/», donc

3t2 )
ft) = t+ — t7).
(t) N N o(t")
Le graphe de la fonction f passe donc par I'origine, admet y = x pour tangente
a l'origine et est situé au-dessus de sa tangente (puisque le terme en t? est
positif).
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