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Soit (e1, . . . , en), une famille de vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. On
suppose que

∀ x ∈ E, ‖x‖2 =

n∑
i=1

〈 x | ei 〉 2.

1§ Démontrer que (e1, . . . , en) est une famille orthogonale de E.
2§ Soit x ∈ Vect(e1, . . . , en)⊥. Démontrer que x = 0E.
3§ Démontrer que (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E.

1§ Prenons x = ej : comme ej est unitaire,

1 = ‖ej‖2 =

n∑
i=1

〈 ej | ei 〉 2 = ‖ej‖4 +
∑
i 6=j

〈 ej | ei 〉 2

et donc ∑
i 6=j

〈 ej | ei 〉 2 = 0.

Une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul,
donc

∀ i 6= j, 〈 ej | ei 〉 = 0.

La famille (ej)16j6n est donc orthogonale.
2§ Si x est orthogonal au sous-espace Vect(e1, . . . , en), alors en particulier

∀ 1 6 i 6 n, 〈 x | ei 〉 = 0

et donc

‖x‖2 =

n∑
i=1

〈 x | ei 〉 2 = 0.

Par conséquent x = 0E.
3§ On sait maintenant que (ei)16i6n est une famille orthonormée, et donc

libre.
Notons F = Vect(e1, . . . , en). Comme E est un espace euclidien, on sait

que

E = F
⊥
⊕ F⊥

et on a démontré que F⊥ = {0E}. Par conséquent, E = F, ce qui prouve que la
famille (ei)16i6n est aussi une famille génératrice de E.

Finalement, la famille (ei)16i6n est une base de E.

- On a démontré en particulier que dimE = n.


