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MP

Composition de Mathématiques
Le 14 septembre 2022 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

R
*

| — Probleme <

On considere la fonction f définie sur l'intervalle 1 = [0, 7/4]
par:

f(x) = ]
cosx

ainsi que la suite réelle (W )nen~ définie par

VYne N

/4
Up = J [f(x)]™ dx.
0

Partie A. Etude de la bijection réciproque de f

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un in-
tervalle ] que l'on précisera. On note f~' la bijection réci-
proque.

2. Tracer sur le méme graphique l’allure des courbes re-
présentatives de f et de .

3. Justifier que

cos(f'(x) = 3—( et sin(f'(x)) = @

4. Montrer que f~' est dérivable sur ] \ {1} et montrer
que

vVxe]J,

vxe\h (7)) = o=

5. Endéduire le développement limité a I'ordre 1 de

EI'IX:\/Z.

Partie B.
6. Justifier que f est de classe C* sur L.

Etude des dérivées successives de f

Il On note £, Ia dérivée n-ieme de f sur 1.

7. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il
existe un polynéme P, tel que :

£V (x) = Pn(sinx)

VXEI, —W.

8. Montrer que:
VneN  Po=(1-=X)P, +n+1)XPn

9. Déterminer les polynomes P;, P, et P3.
10. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, le de-
gré et le coefficient dominant du polynéme P;,.

Partie C. Etude de la suite (uy)

11. Justifier que la suite (1n )nen+ est bien définie. Calcu-
ler u,.

12. Déterminer les réels a et b, tels que

1 a b
VtGR\{_1)1}) ]_tZZ]—t+1+t

13. En posant t = sinx, déterminer u;.
14. Déterminer le sens de variation de la suite (up )nen+.

15. Montrer que, pour tout entier n > 2,

" 1 1 1
Up = dx> - —————.
" JT[/4_1/n2 cos™x ~ m? cos™ (74— 1/n2)

En déduire le comportement de la suite (i, )nen+ lorsque
n tend vers +oo.

16. Montrer que

V2" n
VnelN u = —_Up.
) n+2 TL—F] + T1+1 n
< Il — Probleme <&

Soit A € M3(R), une matrice. On rappelle que, pour tout
polynome

P=arc+ a1 X+ -+ anX™,
la matrice P(A) est définie par
P(A) =aol+a1A+---+an, A™

oir 1 désigne la matrice unité de M3 (R).
On admet que, si P et Q sont deux polynomes de R[X] et si
A est une matrice de 93 (IR), alors

(PQ)(A) = P(A)Q(A).
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On se propose de calculer explicitement le terme général de
la suite (un )nen définie par la donnée des premiers termes

uo:0, LL]Z], u =1
et par la relation de récurrence suivante :
vVneN, Uny3 =42 —DUnyt + 2uq.

Pour ce faire, on pose

Un+2
VneN, Xn = [ wni
Un
et on considere la matrice
4 -5 2
A=1[1 0 0
o 1 0

1. Vérifier que (A —I1)?(A —2I) = 0.
2. On considere le polyndéme

P=(X—-1?2X-2) e R[X].

2.a. Justifier I'existence et 1'unicité d"un couple

(Qn)Rn) € RIX] x R[X]

tel que

YneN, X" =PQn + Rn.

2.b. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des
réels an, by et cy, tels que

Rn=an +bn(X—1)+cn(X—1)2.

2.c. Etablir que:

vVneN, apn=1, bp=mn et ¢, =2"—n-—1.
3. Soitn € N.
3.a. Utiliser la question précédente pour écrire la ma-

trice A™ comme une combinaison linéaire de I, A — I et
(A —1)2.
3.b. Expliciter la troisiéme ligne de la matrice A™.

4.a. Montrer que
1
VnelN, X,=A"[1
0

4.b. En déduire u,, en fonction de n pour tout n € N.

< IIl — Probléeme <&

Pour tout entier n > 1, on consideére la fonction f,, définie
sur Ry par
folx)=1—x—x".

1. Pour tout n € N*, démontrer que 1'équation

fu(x) =0

d’inconnue x € R, admet une seule solution.
| Cette solution sera notée ..

2.a. Vérifier que u, appartient a |0, 1[.

2.b. En déduire le signe de fn 11 (un), puis établir que la
suite (u, ) est croissante.

2.c.  Conclure que la suite (u, ) converge et que sa limite
appartient a [0, 1].

2.d. Démontrer par 'absurde que la limite de la suite
(un) est égalea 1.

3. Pour tout entier n > 1, on pose v, =1 —un.

3.a. Justifier que v, > 0, puis démontrer que
nv, ~ -—n-v,.
n—-+oo
3.b. Etablir que
{n = {nvy
lim —— =0

n—+oo —{nvy

et en déduire que

nv, ~ —{nn.
n—-+oo
3.c.  Démontrer enfin que
nn

Vn ~
n—+oco M

o 2
4. Donner la nature des séries Y v, et )_vy.

R
*

IV — Probléme <&

Soit n, un entier naturel non nul.

Dans une féte foraine, un stand propose de lancer n fois une
piece.

® Sile nombre de Pile obtenus est pair, alors le joueur est dé-
claré vainqueur et gagne 10 euros pour chaque Pile obtenu;
® Si le nombre de Pile obtenu est impair, alors le joueur est
déclaré perdant et doit payer 10 euros pour chaque Pile ob-
tenu.

En particulier, si le joueur n’obtient aucun Pile, il est déclaré
vaingueur mais ne remporte rien.

La piece est truquée au sens oit, a chaque lancer, la probabilité
p d’obtenir Pile n’est pas nécessairement égale a /> (mais,
bien entendu, 0 < p < 1).

On notera X, le nombre aléatoire de Pile obtenus lors des n
lancers et G, le gain aléatoire du joueur.

On admet qu'il existe un espace probabilisé (Q, A, P) tel
que X et G soient des variables aléatoires :

X:Q—-N G: Q-7

On dira que le jeu est favorable au joueur si le gain moyen
du joueur est positif, c’est-a-dire lorsque E(G) > 0.

1. Démontrer qu'il existe un événement A € A qui cor-
responde au fait que le joueur soit déclaré vainqueur.

15 On exprimera A a l'aide des événements [X = K| pour
ke N.
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Partie A.

|| Dans cette partie, on suppose que n. = 3 et p = 2/3.

2. On admet que la variable aléatoire X suit la loi bi-
nomiale #(3,2/3). Expliquer pourquoi cette hypothése est
raisonnable. Vérifier que, sous cette hypothese,

13

PA) = .

3. Montrer que G(Q) ={-30,—10,0, 20} puis déduire la
loi de G de la loi de X.

4. Calculer I'espérance de G. Le jeu est-il favorable au
joueur?

Partie B.

Dans cette partie, on revient au cas général, oit m est entier
naturel non nulet 0 < p < 1.

Le forain qui tient le stand souhaite rendre le jeu plus at-
tractif en affichant « A ce jeu, il y a plus de gagnants que de
perdants! »On cherche les conditions nécessaires sur p et n
pour que cette réclame ne soit pas mensongere.

On suppose cette fois que X suit la loi binomiale #(n,p) et
on considere la fonction Y : Q) — {—1, 1} définie par

Y(w) = (—1)X@),

YweQ,

5.a. Démontrer que la fonction Y est une variable aléa-
toire sur (Q, A, P).
5.b. Démontrer que

Y41

Z
2

est une variable aléatoire sur (Q, A, P), qui suit la loi de
Bernoulli de parametre P(A).
5.c. Démontrer que E(Y) =2P(A) —1.

6. Démontrer que

E(Y) = Z(—nk@ pE(1 —p)n
k=0

puis que E(Y) = (1 —2p)™

7. Exprimer P(A) en fonction den et p.

8. Démontrer que : si P(A) > 1/, alors p < /2 oun est
pair.

Partie C.

Le concepteur du jeu souhaite que son jeu soit attractif (c’est-
a-dire P(A) > 1/2) et que son activité soit rentable (c’est-a-
dire E(G) < 0 le jeu est défavorable au joueur).

9.a. Exprimer G en fonction de X et Y. En déduire que

E(G) = 10i(—1)kkP(X =k).

k=0

9.b. Démontrer que

n n—1
Vk e [1,n], k<k) n(k_]>.

9.c. Démontrer que
E(G) = —10np(1 —2p)™".

9.d. En déduire que : si P(A) > 12 et E(G) < 0, alors
p< a2
10.a. FEtudier la fonction f définie sur [0, 1/2] par

v x € [0,1/4], f(x) =x(1—=2x)™ .

10.b. Pour une valeur de n fixée, quelle valeur faut-il
donner a 0 < p < /2 pour maximiser la rentabilité de
l'activité?
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Solution | % Exercice d’analyse

Partie A.

1. La fonction cos est continue, strictement positive et
strictement décroissante sur l'intervalle I. Par conséquent,
f est continue et strictement croissante sur I. D’apres le
Théoréme de la bijection (version continue), f réalise donc
une bijection du segment

Etude de la bijection réciproque de f

I = 1[0, /4]
sur le segment
J = [£(0), f(7/4)] = [1,V2].

2. Les deux courbes sont symétriques l'une de l'autre
par rapport a la diagonale y = x.

1.5 A

1.0 A

0.5 A

0.0 13 . .
0.0 0.5 1.0 1.5

f en trait continu épais, =1 en tirets

I1 est important de tracer la tangente horizontale en x = 0
pour f et la tangente verticale en x = 1 = f(0) pour f~.

Pour info
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

r=1.5
x = np.linspace(0, np.pi/4)
y = 1/np.cos(x)

# taille de la figure en pouces
plt.figure(figsize=(2.5, 2.5))

# repére orthonormé

plt.axis(’equal’)

# les trois axes (trait noir)

plt.plot ([0, r], [0, O], ’k’) # abscisses
plt.plot ([0, 0], [0, r]l, ’k’) # ordonnées
plt.plot ([0, r], [0, r], ’k’) # diagonale
# graphe de f (trait épais rouge)
plt.plot(x, y, ’r’, linewidth=2)

# graphe de £~ (-1) (tirets bleus)
plt.plot(y, x, ’b--?)

plt.savefig("graphe_de_f.pdf")

3. Pour tout x € J, le réel f~'(x) appartient a I, donc
cosf~1(x) est compris entre /2 et 1. En particulier,
cosf~1(x) > 0et

1

cos f~1(x) :f(f_](x)) =%

donc |
cosf 1 (x) = —.

vxe]J, ~

@ Comme f~'(x) est compris entre 1/y/7 et 1, ce réel est
compris entre 0 et 7r, donc son sinus est positif. Par consé-

quent,
e _ 1
sinf ™' (x) = /1 —cos? f~1(x) =4/1——
X

pour tout x € J.
4. La fonction f est de classe €' et sa dérivée est stricte-
ment positive sur ]0, 7/4] et

—(—sint)

Vtel o5l t

f'(t) =

D’apres le Théoréme de la bijection (version dérivable),
la réciproque de f est de classe ¢ sur l'intervalle semi-
ouvert

0, f(va)l = 1,v2] =]\ (1),
De plus, pour tout x € J \ {1}, on sait que

1 Ccos?f(x) 1

—1y7 —
(f ) (x) = f/(f—l(x)) Cosinfl(x) xyX2 1

d’apres la question précédente.

5. Comme f~! est dérivable en xo = v/2, son développe-
ment limité a 'ordre 1 est donné par la formule de Taylor-
Young :

f1(xo +h) = "(x0) + h(f ")/ (x0) + o(h).

Comme xo = f(7/4), ona 4 = ' (x0) et, d’apres la ques-
tion précédente,

1
1) (x0) = —.
(") (x0) 7
Donc
m  X— \/Z
) = T XTV2 L VD),
() x—ov2 4 \/Z ol )
Partie B. Etude des dérivées successives de f

6. Lafonction cos est de classe € et ne s’annule pas sur
I. Par conséquent, f est de classe € sur L.

7. Onadéja calculé la dérivée de f au [4.]:

F(x) = sinx

Vxel, = oy

donc Py = X est un choix possible.
HR : on suppose qu’il existe un entier n > 1 et un
polynéme Py, tels que

) (x) = P, (sinx)

VXEI, —m
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Dans ces conditions, pour tout x € I,

Pi(sinx)cosx  Pn(sinx) - (n+1)(—sinx)
cos™t 1 x cos™t2 x
P/ (sinx)cos?x + (n+ 1) sinx - P (sinx)

f(n+1 ) (X) _

cos™t2 x
On peut simplifier le numérateur grace a la relation

cos?x =1 —sin’x.

En posant
Pnit = (1— Xz)Pyll + (M + 1)XPny,
on obtient alors un polyndme tel que

Pri1(sinx)

(m+1) _
f (X - cos(m+1)+1 (x)

Vx el

On a ainsi démontré par récurrence que, pour tout
n € IN*, il existait un polyndme P,, tel que

£ () = Pn(sinx)

VXEI, —m.

8. Supposons qu’il existe deux polynémes P, et Q, tels
que

Pn(sinx)  Qn(sinx)
vxel cos™T(x)  cosmtT(x)’
On en déduit que
Yuel0,v2h),  Pn(u) =Qn(w

et donc que le polyndme P, — Q. admet une infinité de
racines. Par conséquent, P, = Qn.

On peut donc formuler plus précisément le résultat de
la question précédente : pour tout entier n € N*, il existe
un, et un seul, polyndéme P, tel que

£ (x) = Pn(sinx)

Vxel = s )

L'unicité de la famille (Pr,)n>1 prouve que la relation
de récurrence qu’on a trouvée a la question précédente
n’est pas seulement une relation possible, mais en fait une
relation réelle entre les seuls polyndmes P,, possibles. Par
conséquent,

Vn e N Pnit = (1 —=X3)P. +(n+1)X.Pn
9. Ayant justifié 'unicité des polynémes P;,, on peut af-
firmer que Py = X (possibilité vue en [7.]).

On déduit alors de la relation de récurrence que

P =(1—X2).14+2XX=1+X2,
P3 = (1—X2).(2X) +3X.(X2 +1) =5X + X3.

10. Les premiers polynomes calculés suggerent 1’hypo-
thése de récurrence suivante, déja validée pour n = 1,
n=2etn=3.

HR : on suppose qu’il existe un entier n > 1 tel que
P, soit un polynéme unitaire de degré n.

On a donc
Pn =X" + an1

avec deg Qn—1 < n — 1. D’apres la relation de récurrence
du[8.],

Pri1=(1—=X3) - (X" +Q/ )
+ M4+ DX(X" 4+ Qn-1)
=-nX""T o (4 DX 4[]

=X ]
~—
deg<n

(Evidemment, il faut prendre soin d’expliquer soigneu-
sement sur sa copie pourquoi le degré de chaque terme
contenu dans le crochet est inférieur a n. Il n'y a aucune
difficulté a cela.)

Ainsi, Pr,11 est un polynéme unitaire de degré (n+1).

L’hypothese de récurrence est donc validée pour tout
n > 1: chaque polyndme P, est un polyndme unitaire de
degré n.

Partie C. Etude de la suite (11,,)

11. Pour tout n € N*, la fonction f™ est continue sur le
segment I, donc l'intégrale I,, est bien définie.
@ Pourn =2,

= [tanx]ﬁ/4 =1.

/4 dx
| :

o cos2x
12. Pourt # +1,

a b
1—t

_(a+b)+(a—Db)t
T+t 1—t2

Avec a = b = 1/, on a le résultat souhaité.
13. Avect =sinx,ona dt = cosxdx et

J‘“/4 dx J“/4cosxde“/4 cosx dx
o cosx Jo cos?x  Jo 1—sin®x
R R NEACEE 1
Y L I
o T 2)y, Tt 11t
1 14t71/vV2
72{%1—’(}0
1, V241
==In =n(1+V2).
st Y2 i1 +v2

(On obtient le résultat final a 1’aide de la quantité conju-
guée de (V2-1), qui est égale a (V2+1))
14. Pour toutx € I,

1
Cos x

co1sx)n S (c:o]sx)nH'

L’intégration conserve les inégalités, donc

1<

donc

vnen, 1<

s

Vne N Zgunguwﬂ.

La suite (un)n>1 est donc croissante.
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15. La fonction f™ est positive etsin > 2,

[T[/4 - ]/712)71/4] C [0) T[/4])

Y4 1
> |
12 cos™ x

donc

La fonction f™ est croissante (car f est croissante et positive
[1.]), donc

4 1
X > — — _dx
Jﬂ/4—1/n2 cos™ (/4 — 1/n2)
1 1
n2 cos™ (/g — 1/12) '

Jn/zl 1
T2 cos™ x

@ La fonction cos est décroissante et positive sur I, donc

1 1
cos™ (s —/n2) T cos™ (s — 1)

Vne N,

Posons r = cos(/4 — 1) €10, 1[. D’apres la minoration pré-

cédente,
1

Vne N, -
n-rnt

Un 2
Par croissances comparées, n*r™ tend vers 0 (car v < 1),
donc la suite (up )nen+ tend vers +oco.

16. On intégre par parties pour trouver la relation de ré-
currence. Comme plus haut [11.], on doit reconnaitre la dé-
rivée de la fonction tan. On obtient :

/4 dx
Uni2 = _—
" o  COS™X.cos2x
tanx 17/4 (/4 mnsinx
= — tanx - ————
cos™xlo 0 cos™ ! x

/41 _ 2
:(\/z)“—nj 1 —cos de

o cosntZx
si bien que
n
Un+2 = (\/Z) - n(un+2 —Un)
c’est-a-dire

M+ MNun = (\/Z)n + nuy,.

% Suite récurrente linéaire
d’ordre trois

Solution Il

3 -5 2 2 -5 2
A-I=|1 -1 0 et A-2[=1|1 -2 0|,
o 1 -1 o 1 =2
on en déduit que
4 -8 4
A-D?=[2 —4 2

1T =21

et donc que (A — I)?(A —2I) = 0.
REMARQUE.— On notera que 1'un des facteurs est de rang
2 et l'autre de rang 1 et que le résultat demandé signifie
que

Im(A — 2I) C Ker(A —1)2.

Comme rg(A — I)2 =1, il doit étre clair que
Ker(A —1)? = [x—2y+z=0]

et on vérifie facilement que les colonnes de la matrice
(A—2I) sont des solutions de cette équation, ce qui signifie
que (A —1)2(A —2I) = 0.

2.a. Comme P # 0, le Théoreme de la division eucli-
dienne nous assure que, pour tout n € N, il existe un
unique couple (Qn, Rr) de polyndmes tels que

X" = PQn + Ry

avec
degR,, < degP =3

et donc R,, € Ry [X].
2.b. La famille

(L, X=1,x=1)?)

est une famille de trois polyndmes de R, [X], échelonnée
en degré. Comme dim R, [X] = 3, c’est donc une base de
R [X] et chaque polynéme de R [X], en particulier chaque
reste Ry, se décompose de maniere unique dans cette base.
2.c. Ensubstituant 1 et 2 (= les racines de P) a X dans la
relation

X" = (X=1P2X=2)Qn(X)+cn(X=1)2 +bp(X—1)+ay,
on obtient

2" =chn+bn+a, et 1=an,.

Apres dérivation de la relation, il reste
X" = (X=1)[- ]+ 2cn(X—1) + by

et en substituant 1 a X, on obtient I'information man-
quante :
n=">bn.

Finalement, pour tout n € N,

apn=1 bp=n et ¢, =2"—n-—1.
REMARQUE.— Il faut bien comprendre la situation posée :
ici, 1 est racine double de P, c’est-a-dire racine de P et de
P’. C’est pour cette raison qu’il faut dériver la division
euclidienne pour obtenir la troisieme équation nécessaire
pour calculer les trois inconnues.

3.a. On sait [1.] que P est un polynéme annulateur de
A. On déduit donc de la division euclidienne de X™ par P
que

VneN, A"™=P(A).Qn(A)+Rn(A)
=cn(A—D1?+bn(A—1)+a,l
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et donc
VneN, A"=2"-n—-1A-12+nA-1)+L

3.b. La troisieme ligne de A™ est égale a EJ .A™, cest-a-
dire

cnEs (A—1)? 4+ b E].(A—1)+a,E;.L

D’apres [3.a.] et les calculs menés en [1.], la troisieme ligne
de A™ est égale a

(2“—n—1)(1 -2 1)+n(0 1 —1)+(0 0 1)
c’est-a-dire a
(2" —=n—-1) (=2"4+3n+2) (2™—2n)).

4.a. La relation est évidemment vraie au rang n = 0,
puisque A° = I et que
1v5) 1
X() = | W = 1
Uo 0

Si elle est vraie pour un entier n € N, alors

Un+3 Mun 2 —dunir +2u,
Xne1 = [ Ung2 | = Un2
Un41 Un+1

=AX, =A.A" Xy = A X,.

Nous avons ainsi démontré par récurrence que la relation
était vraie pour tout n € IN.
4.b. Par définition des colonnes X,,,

u, =E3 X, =E3.A"X,
et on déduit de [3.b.] que

Up=2"—n—1)+ (2" +3n+2)=-2"+2n+1.

REMARQUE.— Il convient de vérifier le résultat obtenu
pourn =0,n = 1etn =2 avant de I'encadrer...

Pour aller plus loin dans la vérification, on peut se
servir de Python.
Vérification

def expr(n):
return -2%*n+2*n+1

def u(n):
#U = ulk), u(k+1), uk+2)
U=0,1,1 #k =0
exact = True
for k in range(3):
exact = exact and expr (k)==U[k]
for k in range(2, n):
# on passe de u(k-2), u(k-1), u(k)
# a u(k-1), uk), ulk+1)
U = U[1], U[2], 2*U[0]-5xU[1]+4xU[2]
exact = exact and expr(k)==U[1]
return exact and expr(n)==U[2]

Attention, Python calcule sur des "entiers longs", sans
arrondi.

Comme la suite (un )nen tend vers +oo, le terme gé-
néral compte rapidement de trés nombreuses décimales et
le calcul de u, par récurrence devient vite assez long. Il
est difficile d’atteindre le 100.000-iéme terme dans un délai
raisonnable, mais la formule est assez rapidement vérifiée
pour les 25.000 premiers termes au moins.

Solution Il % Suite définie implicitement
1. Lafonction f,, est continue (polynomiale!) de l'inter-
valle I = [0, +oo[ dans R. De plus, elle est dérivable et

Vx>0, filx)=—T—-nx"'"<-1<0

donc f;, est strictement décroissante sur I. D"apres le Théo-
réme de la bijection, la fonction f,, réalise une bijection de
I'intervalle [0, +oo[ sur I'intervalle

] - lim fn(x)a fn(o)

=]—o0,1].
X—+00

Comme O € ], ce réel admet un, et un seul, antécédent par
fn. Autrement dit, 'équation f,, (x) = 0 admet une, et une
seule, solution u, dans l'intervalle = R,..

2.a. D’apres l'étude précédente, la fonction f,, réalise
une bijection de l'intervalle ]0, 1] sur 'intervalle

I£(1), f(0)[ =1-T1,11.

Comme 0 € ]—1,1[ et que u,, est l'unique antécédent de 0
par f,, dans R, on en déduit que u, € 10, 1.
2.b. Par définition,

folun) =1—un —upy =0.

Comme 0 < u, < 1, alors

n+1

O<un™ <up <1

et par conséquent

f"n+1 (un) =1 —Un — u:Jr]

>T—up —upy =faluy) =
On a donc démontré que

fopr(un) >0="Fnyi(unir)

et comme f,, 1 est strictement décroissante, on en déduit
que

VnelN, up<unii.

La suite (un )n>1 est donc (strictement) croissante.
2.c. La suite (un)n>1 est croissante [2.b.] et bornée
[2.a.], donc elle converge. Plus précisément, d"apres [2.a.],

Vne N, 0<u, <1

et comme les inégalités larges sont conservées par passage
a la limite, on en déduit que la limite de la suite appartient
au segment [0, 1].
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2.d. Silasuite (un)n>1 converge vers { # 1, alors { < 1
d’apres [2.c.] et par conséquent,

vyn>1, O0<u, <<
puisque la suite est croissante. Par conséquent,

vyn>1, og<ulr

mn

et comme 0 < ¢ < 1, on en déduit par encadrement que

im u =0
n—+oo

et donc que

lim fp(up)=1—€0—0>0.

n—-+oo

C’est absurde, puisque par définition de la suite,

Vn e N, fn(un) =0.

La suite (un)n>1 converge donc vers 1.
3.a. Par [2.d.], la suite (un)n>1 converge vers 1 et par
[2.b.], elle est strictement croissante, donc

vYne N Uy <1
c’est-a-dire v,, > 0.
® Ainsi, {nv,, estbien défini!
Par définition de u,,,
vp=1—uy, =up
donc

nvy, =ninu, =nin(l—(1—uy)) =nin(l —vy).

Comme la suite u converge vers 1, la suite v tend vers 0
et on déduit de 'équivalent bien connu de {n(1 — x) au
voisinage de x = 0 que

nv, ~
n—-+oo

—MNV,.

REMARQUE.— Pour les angoissés chroniques qui ima-
ginent qu’il est impossible de composer des équivalents
sans provoquer un nouveau tremblement de terre a Lis-
bonne, je précise que

n(1—x) ot
signifie que
. In(1—x)
lim ———
x—0 —X

=1.
On en déduit, par composition de limites, que

In(1 —xn)
—Xn

lim =1
n—-+oo

c’est-a-dire
n(l—x,) ~

n—-+4oo

—Xn

pour toute suite (xn )Jnen de limite nulle.

3.b. Onavuen passant a la question précédente que

N —nn(1 —vy) _ — (1 —vy)

nv, Vn

—nvy,
nv,

Comme v, tend vers 0 (question précédente!), on déduit
du développement limité a I'ordre 2 de {n(1 —h) au voisi-
nage de h = 0 que

.,
= = 12 o).

nvn n—-+oo

Par conséquent (méme méthode qu’a la question précé-

dente), g o, o
() e 3

nvn n—+oo 2

et donc enfin

1 (— nv, ) —Vn
-{n ~ .
—fnv, Nnvn n—+oo 2{N vy,
Or vy, tend vers 0 et {n v, tend vers —oo, donc le quotient
tend vers 0.

En développant cette expression de limite nulle, on

obtient
n(—4Envy,) {nn

1
—nvy, +

0.

nv, n—o+oo

Or — {nv,, tend vers +oo, donc le premier terme tend vers

0 (forme 28X avec X tendant vers +o00), ce qui prouve que

nn

im
n—-+oo Nvy

c’est-a-dire

nv, ~ —{nn.

n—-+oo

3.c. Avec[3.a.]et[3.b.], on a démontré que

-n-vp, ~ —{nn
n—-+4oo
c’est-a-dire
{nn
Vp o~ —
n—+oco M
4. Onsait que
. . {nn
lim fnn=+oco0 etque lim =0,

n—-+oo n—-+oo n

donc il existe un rang a partir duquel

1
<vy, =hn-—
n

21—

0<

et un rang a partir duquel

0<v2_€n2n 1
S/ o nym nyn nd/2

D’apres le Théoréme de comparaison des séries de terme
général positif, la série }_ v, diverge (car la série harmo-
nique diverge) et la série _ v2 converge (puisque la série
de Riemann ) /4372 converge).
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Solution IV % Un tour a la Foire
Saint-Romain

1. La variable aléatoire X compte le nombre de Pile ob-
tenus lors des n lancers. Par conséquent, elle prend des
valeurs comprises entre 0 et n (inclus) et le joueur est dé-
claré vainqueur si, et seulement si, la valeur de X est un
entier pair.

Par conséquent,

A= || X=2.
keN
0<2k<n
Comme X est une variable aléatoire sur (), A), chaque en-
semble [X = 2k] appartient a A (définition des variables
aléatoires!) et comme une union finie d’événements est en-
core un événement, on peut conclure que A € A.

Partie A.

2. Sionmodélise les lancers par une famille de variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli
A(p), alors on sait que le nombre de succes obtenus au
cours de n lancers (= la somme des variables aléatoires de
Bernoulli) suit la loi binomiale %Z(n, p).

Rien dans I'énoncé ne s’oppose a ce que l'expérience
étudiée soit modélisée de cette maniere, donc il est raison-
nable de supposer que X suit ici la loi binomiale %(3, %/3)
et plus généralement (dans le reste du probleme) que X
suit la loi binomiale #(n, p).

@ La décomposition du [1.] devient ici

A=X=0U[X=2].
On en déduit que
P(A)=P(X=0)+P(X=2)

= <z>p°q3 + <i>p2q‘ =q° +3p’q
1 3x4 13

7w T
REMARQUE.— Il est bon de remarquer que cette probabi-
lité est (un petit peu) inférieure a 1/> : le joueur perd plus
souvent qu’il ne gagne!
3. Donner la loi de G, c’est donner I’ensemble G(Q) des
valeurs prises par G ainsi que la probabilité P(G = x) pour
toutx € G(Q).

L'énoncé permet de déduire le gain G du nombre X

de Pile obtenus et donc la loi de G.

Nombre X de Pile 0 1 2 3
Gain G 0 -10 20 -30
Probabilité VL7 Sh7 12h7 8)r7

4. Par définition,

E(G = ) x-P(G=x)
x€EG(Q)
et donc
6 12 8 —60
E(G)f—10-2—7+20-2—7—30-2—7f2—7.

Le gain moyen est négatif (environ —2€), donc le jeu est
défavorable au joueur.

Partie B.

5.a. Par définition, la fonction Y est la composée de X,
variable aléatoire sur (), .A) a valeurs dans N, par la fonc-
tion [n — (—1)"] de N dans Z. Donc Y est bien une va-
riable aléatoire sur (Q, A) a valeurs dans Z (a valeurs dans
{£1} en fait).

5.b. De méme, Z est une fonction affine de la variable
aléatoire Y, donc Z est une variable aléatoire. Comme Y
prend les valeurs +1, la variable Z prend les valeurs

(-D+1
—— =

Donc Z suit la loi de Bernoulli de parametre

141

0 et 1.

P(Z=1)=P(Y=1)=P(A)

puisque [Z = 1] = [Y = 1] (par définition de Z) et que Y
prend la valeur 1 si, et seulement si, X est paire — autre-
ment dit, [Y = 1] = A.

5.c.  Comme Y ne prend que les valeurs +1,

PY=-1)=1-P(Y=1)=1-P(A)
et, par définition de 'espérance,

E(Y)=1-P(Y=1)4(=1)-P(Y=—1)
—P(A)— (1—P(A)) =2P(A) — 1.

6. Comme Y est une fonction de X, on peut aussi calculer
E(Y) en appliquant la formule de transfert. Comme X suit
la loi binomiale #Z(n,p),

E(Y) = i(—nk P(X=k)

_ n k(1 _ \n—k
Z(k>( pIK(T —p)n k.
k=0
D’apres la Formule du bindme,
E(Y) = ((=p) + (1 —p)" = (1—2p)".
7. D’apres[5.c.]et[6.],
2P(A)—1=(1-=2p)"
donc
1T+ —2p)"

2
8. Onen déduit que P(A) > /3 si, et seulement si,

P(A) =

(1=2p)" >0

c’est-a-dire :
@ ou bien n est pair (sans restriction sur la valeur de p)
@ ou bien n estimpairet 1 —2p > 0, soitp < /2.
REMARQUE.— L’énoncé ne demandait qu'une implica-
tion, il est facile de se rendre compte qu’il s’agit ici d’'une
équivalence logique.

REMARQUE.— Dans la partie A, 'entier n était impair et
p > /2 et en effet, I'espérance de G était négative [4.].
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Partie C.

9.a. Le gain absolu |G| est toujours égal a 10X et le signe
du gain est celui de Y = (—1)* (positif si X est pair, négatif
si X est impair). Par conséquent,

VweQ, G(w) =10X(w).Y(w)

ou encore G = 10.(—1)%.X.
D’apres la formule de transfert,

E(G)=10) (-1)*kP(X=Kk).
k=0

9.b. Pourl <k<n,

K n _x n! B k-n-(n—1)!
(k)_ K=K k- (k=D!((n—1)—(k—1))!

()

9.c. Dans l'expression du [9.a.], le terme en k = 0 est
nul, il reste donc :

[9.b.]

n—1
=—lonp ) (n;]) (=p) g™t e=k-1)

=—10np(—p +q)" " =—10np(1 —2p)™"!

grace a la formule du binome.
9.d. D’apres[8.], si P(A) > 1/, alors l'entier n est pair
oup < /.

Mais si n est pair et p > 1/, alors (n — 1) est impair et
(1 —2p) < 0,donc (1 —2p)™~" < 0. D'apres [9.c.], U'espé-
rance de G est alors strictement positive.

Par contraposée, si P(A) > 12 et E(G) < 0, alors n est
impair et donc p < /5.
10.a. La fonction f est de classe € sur [0, /5] (polyno-
miale) et

f'ix)=(1—=2x)"" =2(n—1)x(1 —2x)"?
=(1—=2)""2(1 — 2nx).

Pour 0 < x < 1/3, le signe de f'(x) est donc aussi le signe
de (1—2nx), donc la fonction f est croissante sur [0, 1/2n] et
décroissante sur [1/2n, 1/2]. La fonction f est donc maximale
pour x = 1/on.

10.b. D’apres la question précédente, le gain du forain,
égal a —G, est maximal pour p = 1/2n. Dans ce cas, la pro-
babilité pour qu'un joueur gagne une partie [7.] est égale
a

1+e

~Y
n—+oo 2e

P(A):%-[H—(l—:—l)n} ~ 0,68

et le gain moyen du joueur [9.c.] est égal a

E(G):—5<1 —l)TH ~ ~ 1, 84€.

-5
n n—-+oo ?
REMARQUE.— La valeur "optimale" de p est assez proche
de 0. Dans ce cas, on devine que, la plupart du temps, un
joueur va gagner en n'obtenant aucun Pile et va perdre
10€ en obtenant une seule fois Pile. Ce n’est plus un jeu,
c’est un trompe-couillon... On peut suggérer au forain de
remplacer une piéce aussi grossiérement truquée par une
activité demandant de I’adresse pour éviter de froisser la
susceptibilité des joueurs.



