Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2019/2020

MP

Composition de Mathématiques
Le 6 novembre 2019 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Probleme (]

Soit f : [a,b] — R, une fonction continue. Etant don-
nées (n + 1) abscisses deux a deux distinctes :

as<xp<x1<:---<xp <Db

on appelle polynéme interpolateur de f aux points x; tout
polynéome P € Ry [X] qui coincide avec la fonction f aux
points x;, c’est-a-dire tel que

vo<ig<n, Pxi)=f(xi).

Partie A.
Pour tout entier 0 < i < n, on définit le polynéme

Existence du polynéme interpolateur

gi S Rn [X]

de la facon suivante :

X —
t= 11 =
o<ken Xt XK
kAl
et on pose ensuite
n
La(f) =) f(xi)t.
i=0

I est manifeste que L,,(f) est un polynome. La fonction
polynomiale associée a ce polynome est définie par

n

La(f)(t) = > flxi)bi(t).

i=0

vVtelR,

1. Démontrer que L, (f) est bien un polyndéme interpo-
lateur de f aux points x;, puis démontrer I'unicité d'un tel
polynéme.

Partie B. Calcul effectif

Plus généralement, quels que soient les nombres yo,
... Yn, le polynome

n
Ly =) uili
i=0

est I'unique polyndéme P € R, [X] tel que

VO<1<T1) P(Xi):yi-

2. On suppose ici que

(XOaXhXZ) = (_1a0a 1) et (yanl)UZ) - (4a0a4)

Démontrer que le polyndme interpolateur est 4X?.
3. Ecrire une fonction lagrange(x, y, a) en langage
Python dont les arguments sont :
— laliste x = (xi)o<ign des abscisses;
- laliste y = (yi)o<ign des ordonnées;
— une abscisse a € R.

Cette fonction doit renvoyer la valeur du polynéme
interpolateur au point a.

Si, par exemple, x = (—1,0,1) ety = (4,0,4), alors
I'instruction lagrange(x, y, 3) doit renvoyer 36.
4. Chercher le polyndme interpolateur de f aux points
xi sous la forme

P=ao+ a1 X+ -+ anX"
revient a résoudre le systeme linéaire
vo<ism, Plx)=f(x)

qui peut s’écrire matriciellement sous la forme suivante :

ao f(xo0)

a f(x1)
A = i

an f(xn)

4.a. Quelle est la taille de la matrice V ? Quels sont ses
coefficients ?

4.b. On résout ce systéme par l'algorithme du pivot de
Gauss. Indiquer la complexité de ce calcul en fonction de
n. Comparer avec la complexité de I'algorithme que vous
avez proposé a la question précédente.

Partie C.

Dans cette partie, on suppose que la fonction f est de
classe ™! sur le segment [a, b]. On note

Erreur d’interpolation

G:{XOaXh---aXn}
I'ensemble des abscisses d’interpolation et on considere le
polyndéme

n

o = [ [(X—xi) € RuialXI.

i=0
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On veut démontrer, pour tout x € [a,b], la propriété 2
suivante :

f(n+1 ) (Cx)

f(x) = Ln(f)(x) = S

Ja<cy <D, o (x).
5. Démontrer que la propriété #, est vraie pour tout
X € 0.

6. Soitp € N*. Démontrer que : si
¢ :la,b] o R

est une fonction p fois dérivable qui s’annule (p + 1) fois
sur [a, b], alors il existe a < ¢, < b tel que

0P (cp) =0.

7. On considére maintenant une abscisse x ¢ 0. On défi-
nit la fonction F par

Vtela,bl, Ft)=7f(t)—La(f)(t) — Ams(t)

ol A est une constante réelle.
7.a. Expliquer pourquoi on peut choisir A de telle sorte
que

F(x) = 0.

7.b. Démontrer que, dans ce cas, la fonction F s’annule
(n + 2) fois sur [a, b]. En déduire que la propriété &y est
vraie.

8. Démontrer que la fonction f("*1) est bornée sur [a, b].
En déduire un réel positif K indépendant de n tel que

K+
e [ T LA
9. On considere ici [a,b] = [—1,1] et
Vxel-1,1], f(x)= L
1+x2

9.a. Démontrer, par exemple a l'aide d’une formule de
Taylor, que
VkeN, [f29)_ > (2K

9.b. Quedirede||f — Ly (f)|, lorsque n devient grand ?

(] Il — Probléme O

Partie A.
1. Soit x € R, différent de 1 et de —1. Démontrer que

Intégrales généralisées

VoeR, x*>—2xcos0+1>0.

2. Etudier la convergence des intégrales généralisées
suivantes. (On ne demande pas de calculer leurs valeurs.)
2.a.

J {n(sin0) dO
0

2.Db.

J {n(1 —cos0)do
0

J {n(1+ cos0) do
0

3. Endéduire que 'intégrale généralisée

us
P(x) = J tn(x* — 2xcos 0+ 1) do
0
converge pour tout x € R.

4. Démontrer que la fonction P
est une fonction paire.

5. Démontrer que la différence

: R — R ainsi définie

2tinx — P(x)

admet une limite finie lorsque x tend vers +oco.
U On pourra vérifier que

Vue [;%} | en(1+u)| < ;M

a l'aide d’une formule de Taylor.
Interpréter géométriquement ce résultat.

Partie B. Racines de l'unité

6. Pour x € R, différent de 1, on pose

27
Pa(x) = J tn(x? —2xcos 6 + 1) de.
0

6.a. Démontrer que

n
2k
Bn(x2 — 2x cos Tn + 1).
k=1

2

6.b. Démontrer que

= ( 2k )
(x™—1)? = H x? —2x cos — + 1
k=1 n
pour tout n € N*.
6.c. Endéduire que

4ddnx six >1,

P2l =1 sio<x< 1.

7. Donner une expression simplifiée de P(x) pour x € R
tel que |x| # 1.
8.a. Démontrer que

n—1 n—1

H(xz —ZXCOSZkTT[ + 1) = (Z xk)z

k=1 k=0

pour tout x € R et toutn € IN*.
8.b. Endéduire que

vn>1,
k=1

8.c. Pour 5/2 uniquement. En déduire enfin que

/2 o
J tn(sin ) do — — 12
O 2

9. La fonction P est-elle continue sur R ? Tracer 1’allure
de son graphe, en mettant en évidence ses principales ca-
ractéristiques.
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0 lIl — Probléeme O

On considere la fonction f : R — R définie par:
VxeR, f(x)= exp(*xz/z)
et trois nombres réels positifs :
0<a<bd et  A>0.
Pour tout entier n € N, on pose
I ={k €N : nA+avnA <k <nA+bvnA}

et

k—nA
VkEZ, Xk,n:TT;’\-

1. Démontrer que, pour tout entier n assez grand, l'en-

semble I, est une partie non vide de N.

2. Caractériser les entiers k € I,, au moyen d’'un enca-

drement du réel xy n.

3. Démontrer que la fonction f est lipschitzienne sur RR.
Dans la suite de ce probléme, on notera M, une constante

de Lipschitz de f.

4.a. Démontrer que

Mh?
5

x+h
VxeR, Vh >0, ‘hf(x)—J f(t)dt‘g

X

4.b. Onsuppose que I, n’est pas vide. En notant
p =min(L,,) et q=max(I,),
majorer la quantité

’\/Ln—)\ Z f(xk,n) _J

keln Xp,n

Xq,n

f(t) dt’.

4.c. Endéduire que

lim —— 3 flxen) = | f(t)dt.

b
n—-+oo w/n)\ reln Ja

5. Soit ¢ > 0, un réel fixé.
Soit n, un entier assez grand pour que I, ne soit pas
vide. Pour tout entier k € I,,, on pose

o Xx,nV nA

Uk,n = K

et
Yin = (T —wen)“exp(k e n).
Démontrer 'existence d'un entier N, tel que, pour

tout n > Ng, les encadrements suivants soient vérifiés.
5.a.

1—¢ Yk,n 7)\(n?\)k 1+¢ Yk,n
Vkel — T2 gLe " < L2
V2 Vi k! V21T vV/nA

U On pourra utiliser la formule de Stirling.
5.b.

Vke In) “ - 5)f(xk,n) < Yi,m < (] + 5)f(xk,n)
6. Démontrer que la limite

. (n)\) K —nA
ng&loo Z k! €
kel

existe et exprimer cette limite sous la forme d’une inté-
grale.
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Solution I [0 Interpolation de Lagrange

Partie A.

1. Ilestclairles {; sont tous des polynomes de degré n et
que {;(t) = 1pourt = x; et {;(t) = O pourt = x; avecj # i.
Par conséquent, L, (f) est un polyndme de degré inférieur
amnetque

Existence du polynéme interpolateur

n

VO<i<n, Lal(f(x) =) flxi)di; = flx;).
i=0

Donc L, (f) est bien un polynome interpolateur de f aux
points x;.

O Si P est un polynéme interpolateur de f aux points x;,
alors

deg[P — L. (f)] < max{degP,degL,(f)} <n
et d’autre part,

VO<i<n, P(x) = La(f)(x).

Comme les x; sont deux a deux distincts, le polyndéme
P —L,,(f) admet au moins (n + 1) racinces distinctes, alors
que son degré est inférieur a n : c’est donc le polynéme
nul et P = L,,(f). L'unicité du polyndéme interpolateur est
ainsi démontrée.

Partie B. Calcul effectif

2. 1l est clair que 4x? = y; pour tout i € {0,1,2} et que
deg(4X?) = 2. Comme il existe un, et un seul, polyndme
interpolateur, le polyndme 4X? est bien cet unique poly-
nome interpolateur.

3. On définit une fonction auxiliaire interp(i, x, a)
qui évalue au point a le polynome ¢;.

def interp(i, x, a):
n, 1li = len(x), 1
for k in range(n):
if (k'=i):
1i *= (a-x[k])/(x[i]-x[k])

return 1i

Le code de la fonction lagrange(x, y, a) s’en déduit
alors sans peine.

def lagrange(x, y, a):
n, s = len(x), O.
for i in range(n):
s += y[il*interp(i, x, a)
return s

REMARQUE.— Comme disait (4 peu prés) mon vénéré col-
legue René D., un bon code ne fait qu'une seule chose a la
fois.
4.a. Lamatrice V appartient a 9,1 (R) (elle envoie un
vecteur de R™*! sur un vecteur de R™*).

Sur la colonne i, on traduit 1'équation

f(xi) =P(x¢) = Z asz.

Quels que soient 0 < 1,j < n, le coefficient de la matrice si-
tué a l'intersection de la i-eme ligne et de la j-éme colonne
est donc .

x).
REMARQUE.— Comme disent (a peu pres) Alan Moore et
David Lloyd, V for Vandermonde.
4.b. Comme il s’agit d’un systeme de (n + 1) équations
en (n + 1) inconnues, la complexité de la résolution par
l'algorithme du pivot est en O(n3).
REMARQUE.— Soyons sérieux: O((n+1)3) et O(n?), c’est
pareil !

O Dans tous les calculs a effectuer (pour chacun des
deux algorithmes), 1'opération élémentaire la plus coti-
teuse est la multiplication. Nous ne compterons donc que
les multiplications.

Pour bien comparer avec 'algorithme proposé plus
haut, il faut préciser ce qu’on cherche a calculer : on no-
tera e, le nombre d’évaluations du polyndme interpolateur
a effectuer.

Lagrange Chacune de ces évaluations effectue O(n) mul-
tiplications et O(n) appels a la fonction auxiliaire
interp. Chaque appel a interp effectue O(n) mul-
tiplications. Par conséquent, chaque évaluation du
polynéme interpolateur effectue O(n?) multiplica-
tions. Le cotit global en temps des évaluations est
donc en O(e - n?). La complexité spatiale est négli-
geable (on n’enregistre aucune donnée).

Gauss L'algorithme du pivot s’exécute, on l'a dit, en
O(n3) multiplications. Un fois que cet algorithme est
appliqué, on connatit les coefficients du polyndme in-
terpolateur (complexité spatiale en O(n)) et les éva-
luations de ce polynémes ont un cofit unitaire en
O(n) (algorithme de Horner ou assimilé). Le cotit
global en temps est donc en

O3 +en).

L’algorithme de Lagrange I'emporte donc facilement
pour e = o(n); les deux algorithmes se valent pour e =
©(n); l'algorithme du pivot I'emporte pour n = o(e).

O On pourrait chercher a améliorer le calcul du poly-
ndme interpolateur (on a proposé le code le plus simple
qui soit). Il est également possible d’inverser une matrice
de Vandermonde avec une complexité en O(n?)... Mais ¢a
n’a rien d’immédiat.

O Par ailleurs, on compare ici deux algorithmes numé-
riques sans se soucier de la stabilité des calculs : est-on
bien stir qu’on obtient des résultats aussi précis avec cha-
cun des deux algorithmes ?

Partie C.

5. Six € o, alors f(x) = L, (f)(x) par construction du po-
lyndme interpolateur L, (f). Par ailleurs, par définition du
polyndéme 7, on a aussi ms(x) = 0. La propriété &, est
donc vérifiée

Erreur d’interpolation

f(n+1) (cx)
m+1)!

en prenant c n'importe ot dans l'intervalle ]a, b[.

6. Considérons les points ot1 la fonction ¢ s’annule :

0—-0= -0

a<x8<x?<---<xg<b.



MP Composition du 6 novembre 2019

Supposons que, pour un entier 0 < i < p, il existe (p—i+1)

abscisses _ _ _
a<xg<xj]<--<xX_;<b

ott la fonction ¢V s’annule. Comme i < p, la fonction ¢V

est dérivable sur chaque segment [x,x; ;] (donc conti-

nue sur le segment et dérivable sur l'intervalle ouvert) et

en appliquant le Théoreme de Rolle sur chacun de ces in-

tervalles, il existe (p — 1) réels x}f] tels que

it+1

a<x5<x0 <X%<"'

<xb<xih<xk <

<xpo <x5Th o, <xp <D

et que

Vo<k<p, oYKt =o.
On a ainsi démontré par récurrence (finie!) que, pour tout
entier 0 < 1 < p, il existe (p — i+ 1) abscisses

a<xh<x <---<x;4<b

ot la fonction @V s’annule. En particulier, pour i = p,
il existe une abscisse ¢, = x} telle que a < ¢, < b et
(p(p) (cp) —=0.
REMARQUE.— Raisonnement classique. La principale dif-
ficulté réside dans ’hypothese de récurrence : on fait une
hypothése pour 0 < i < p et la conclusion vaut pour
0 <1i< p. (Lapropriété n’est pas héréditaire pour i =p!)
7.a. Comme x ¢ o, alors 74 (x) # 0 et 'équation

F(x) =0

d’inconnue A admet alors pour unique solution

A= T =) + La(f)(x)

o (x) '
REMARQUE.— Pour x € o, le dénominateur serait nul !
7.b. Comme on l'a vu au 5., la fonction F s’annule en
chaque point de o (indépendamment du choix de A).
D’autre part, on a choisi A au 7.a. de telle sorte que F s’an-
nule aussi au point x ¢ o.

La fonction F est donc de classe ™" (combinaison li-
néaire de f, de classe ™", et de fonctions polynomiales)
sur [a,b] et s'annule en (n + 2) points distincts. On peut
appliquer le résultat du 6. avec p = n+ 1. Il existe donc un
réel a < ¢y < b tel que FI"F 1 (cy) = 0.

Comme L, (f) est une fonction polynomiale dont le
degré est inférieur a n par construction, sa dérivée (n+1)-
ieme est identiquement nulle. Comme 7, est une fonction
polynomiale de degré (n + 1), sa dérivée (n + 1)-ieme est
constante, égale a (n + 1)!. Par conséquent,

Vtelabl, FOU@) =) —A- (n+1)!

et en particulier pour t = c :
0=F""(c) =A-(n+1)
ce qui nous donne

fn+1) (Cx)

A= (m+1)!

et la propriété &, est bien démontrée.
Bref : la propriété &, est vraie pour chaque x € [a, b],
qu’il appartienne a o ou non.
8. Comme f est de classe €™t7, sa dérivée f("+1) est
continue sur le segment [a, b] et donc bornée sur ce seg-
ment.
La borne supérieure ||f("*1)||_ est donc bien définie
dans R.
0 Comme la propriété &, est vraie pour tout x € [a, b],
on a donc
I

m+1)!

II reste a trouver un réel positif K indépendant de n et de
x tel que

Vxelabl, [fx)—La(HK)] < e )],

Vx€la,bl, |ms(x)| < KnHT.
Comme x et les x; appartiennent tous au segment [a, b}, la
distance |[x — x| est inférieure a la longueur totale (b — a)
du segment et donc

n
Vx€labl, |me(x)]=]]x—xl<(b-am".
i=0

Avec K =b — a, on adonc

Kn+1 (1)
f(x) — L(f < — '™
Comme le majorant trouvé est indépendant de x € [a,b],
on peut passer au sup et en déduire que

(b— a)"”
f—La(f < ———— ||fintD
F =Tl < =gy I
9.a. La fonction f est de classe €. Elle admet donc un
développement limité a tout ordre au voisinage de 0. On
sait que

vV x € [a,b],

[eeh

[een

1 — Z(—UkXZK—FO(in)

2
14+ x =

et, d’apres la Formule de Taylor-Young, que

2n ;
£03) .
f(x) = Z _'(O)XJ + o(x2™).

= )
Par unicité du développement limité a 1’ordre n, on en dé-
duit que
f(Zk) (0) - (_ )k,

2K

Comme la borne supérieure est un majorant, on en déduit
que

vk eN,

VkeN, [f29)_ > [fZ9(0)] = (2K).
9.b. Dans ce cas particulier, a = —1, b = 1 et, pour
n = 2k — 1, le majorant de ||f — L, (f)[|, trouvé au 8. est
supérieur a
22%(2K)0 4k
(2K)!
Comme ce majorant tend vers +oo, il est probable que
|f — L. (f)|| o, ne tende pas vers 0...
REMARQUE.— Rien de plus logique : un polynéme inter-
polateur de f est construit pour interpoler la fonction f aux
points de o, pas pour fournir une approximation de f en
dehors des points de o'!
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-1 0 1
La fonction f et 60 points d’interpolation

Lorsque les points d’interpolation sont mal choisis, on
peut mettre en évidence le phénomene de Runge : le po-
lynéme L, (f) est une mauvaise approximation de la fonc-
tion f, méme lorsque l'entier n est grand.

oL i

0,96 0,97 0,98 0,99 1

Phénomene de Runge

0,95

Solution Il O Intégrale de Poisson

Partie A.

1. Onreconnait un trindme du second degré en fonction
de x. Le coefficient de x? étant positif, ce trindme atteint
son minimum en x = ~b%4H, = cos0 et ce minimum est
égal a

Intégrales généralisées

1—00529:sir12620.

Comme x # %1, on en déduit que sin® # 0 et donc que
le minimum du trindme est strictement positif. Par consé-
quent, pour x # +1,

VoeR, x?>—2xcos0+1>0.
REMARQUE.— On peut aussi mettre le trindme sous forme
canonique :

X2 —2xcos0 + 1= (x —cosB)? +sin’ 0

ce qui montre qu’il est toujours positif et qu’il est nul si,
et seulement si, x = cos 6 et sin @ = 0. Le trindme ne peut
donc s’annuler que pour x = +1 et sin6 = 0.
2.a. La fonction sin est continue et strictement posi-
tive sur l'intervalle ouvert ]0,7t[, donc la fonction f; =
[0 — {n(sin 0)] est continue sur cet intervalle.

O Lorsque 0 tend vers 0, on sait que
sin0 =0+ 0(0%)=0-[1+0(0)].
Par suite,
{n(sin®) =0 + {n[1 + o(0)] ~ {n 6.

Comme la fonction {n est intégrable au voisinage de 0
(fonction de référence), on en déduit que f; est intégrable
au voisinage de 0.

O Le changement de variable affine 6 = 7 — « trans-
forme 6 € [r—1,7[en « € ]0, 1]. D’apres le Théoreme du
changement de variable, la fonction f; est intégrable sur
[7t — 1, 7[ si, et seulement si,

In[sin(7t — )] = {nsin &

estintégrable sur ]0, 1], ce qui est vrai comme on vient de le
rappeler. Par conséquent, la fonction f; est bien intégrable
au voisinage de 7.

La fonction f; est donc intégrable sur l'intervalle ou-
vert ]0, 7t[.
2.b. La fonction f; = [0 — In(1 —cosB)] est continue
sur l'intervalle semi-ouvert ]0, 7t].

Lorsque 0 tend vers 0,

62
tn(1 —cos0) = En(7 + 0(92))

mw%+&<%+dn>~zme

et comme la fonction {n est intégrable au voisinage de 0
(ter repetita placent ?), la fonction f; est intégrable sur ]0, 7.
2.c. La fonction f3 = [0 — In(1 + cosB)] est continue
sur 'intervalle semi-ouvert [0, 7t[. On sait que

VO elo,n, (14 cosO)=~In[l—cos(m—0O)].

En posant &« = 7 — 6, on définit un changement de va-
riable affine qui transforme 6 € [0, t[en « € ]0, 7t]. D’apres
le Theéoréme de changement de variable, comme la fonc-
tion f, est intégrable sur ]0, 7], la fonction f3 est intégrable
sur [0, 7t[.

3. Notons

f(0) = fn(x*> — 2xcos0 + 1)

pour tout x € R et tout © € R pour lesquels cela a bien un
sens.

O Supposons pour commencer que x # +1. D’apres 1.,
la fonction f est continue sur le segment [0, 7] et par consé-
quent, l'intégrale P(x) existe.

O Pour x = 1, on remarque que

v0clo,n, f(0)=In2+In(1—cos0).

Sur l'intervalle borné ]0, 7], la constante {n 2 est intégrable
et la fonction f; est aussi intégrable par 2.b., donc la fonc-
tion f est bien intégrable sur ]0, 7. L'intégrale généralisée
P(x) est bien convergente dans ce cas.

O Pour x = —1 enfin, on remarque de méme que

VO elo,nf, f(0)=mMm2+n(1+cosb)
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et on déduit de 2.c. que la fonction f est intégrable sur
10, [, L'intégrale généralisée P(x) est donc convergente
dans ce cas aussi.

O La fonction P est ainsi définie sur R.
4. Comme on vient de le remarquer, la fonction P est
bien définie sur R et, pour tout x € R,

P(—x) = J tn(x% +2xcosO+1)do
0

0
= J Bn[x2 + 2x cos(m — ) + 1](— d«)

s

:J in(x? — 2xcos « + 1) da = P(x)
0

avec le changement de variable affine = m — «. La fonc-
tion P est donc paire.

5. Commengons par le commencement : on ne compare
bien que ce qui est comparable !

s

2minx — P(x) :J' tnx? —In(x? + 2xcos0 + 1) do

0

:_Jﬂen(l +Ec059+ )dG

0
O Pour tout x > 10,
2e0s0  1[_2 1 _3_1
X x2| Tx  x2 T x 3

0 La fonction [t +— {n(1+1t)] est de classe €' sur le

segment S = [~1/3,1/35]. D’apres la formule de Taylor-
Lagrange,
Vues, [tm(l+uw)|=|n(1+u)—n(+0)|
<Jul- max’ ‘
1+s
Shl-—1 =3y
= T+-15 2 7
Par conséquent, pour tout x > 10,
2 1 3 2 1
- <.z —
En(1 + Xcos@+ xz)‘ <3 ‘Xcose+ 2
3 3 9
<5 - =5
2 x  2x

O Enfin, d’apreés I'Inégalité de la moyenne,

|2rttnx — P(x)| < J
0

Bn(] +Ecose+x1—z)‘d6

™9 9n
<
J Zxd 2x

pour tout x > 10.
Par encadrement, on en déduit que 27t {n x —P(x) tend
vers 0 lorsque x tend vers +oco. Autrement dit,

P(x) =

X—+00

2ridnx + o(1).

Interprétation géométrique : le graphe de P possede une
branche parabolique d’axe (Ox) au voisinage de +oo.

Partie B. Racines de l'unité

6.a. On sait (Théoreme de Riemann) que : si la fonction
f est continue sur le segment [a, b], alors
—a) )

[[rodi im 225 o(es

Ici, x > 0 etx # 1, donc [1.] la fonction
[0 tn(x* + 2xcos 0 + 1)]

est continue sur le segment [0, 27] et on peut appliquer le
Théoréme de Riemann avec a =0 etb = 27t
6.b. Pour tout n > 1, on connait les racines n-iémes de

I'unité :
n
H Z‘LkT[/Tl

En conjuguant cette egahte, on obtient :

(x™—1)

721k7'[/n)

:]:

(x™—1)
k=1

et en multipliant ces deux égalités, on arrive a :

n

H(XZ—ZXCOSZan + 1).

k=1

(1) =

6.c. D’apres la question précédente,

n

Z Kn(xz —ZXCOSZkTT[ + 1) =n[(x"—1)?]
k=1

pour x € [0, 1[U]1,4+o0[.
O Pour0<x<1,

tn[(x™ —1)*] =24n(1 —x")

0
n—+oo

et P2(x) = 0 d’apres 6.a.
0 Pourx >1,

tn[(x"™—1)?] =2 (x" —1)

— 2en(x™) +21zn(1 _ ;—n)

= 2n€nx+2€n(1 — x]_“)

D’apres 6.a. et 6.b.,

n_UZ}

lim . tnf(x
n—+oo M

P2(x) =
4 1
=4minx+ lim —Ttﬂn(l — —)
n—+oo T xn
=4t inx.

7. Pourx e [0,T[U]1

27
tn(x*> — 2xcos O + 1) do

,+OO[,

P2(x) = P(x) +J' (Chasles)

ud
0

= P(x) +J tn(x? — 2x cos ot + 1)(—d«a)

s

= 2P(x)
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avec le changement de variable affine « = 27t — 0.
O On déduit alors de la question précédente que

Plx) = 2inx six > 1,
10 sio<x< 1.

Comme la fonction P est paire [4.], on en déduit que

silx| >1,
silx] <.

Plx) = ’ énfnlxl

REMARQUE.— L'expression de P(x) pour x > 1 coincide
avec I'équivalent calculé au 5.!
8.a. Pourk=n,

2
x2—2x005¥+1 =(x—1)?

donc, d’apres 6.b.,
n—1 n__1\2
l_‘[<x2—2xc3052k—7T —H) = u
o n (x—1)

pour tout x € R, différent de 1. Et d’apres la formule de
la somme géométrique,

n—1

ﬁ(xz —Zxc:OSZkT7t +1) = (Z xk)z

k=0

puisque x # 1.
On a donc deux polynomes P et Q tels que P(x) =
Q(x) pour tout x dans une partie infinie de IR. Par consé-

quent, P = Q et en particulier P(x) = Q(x) pour tout
x € R. Ainsi,
n—1 n—1
2kt 2
2 _ i _ k
Vx e R, (x 2x cos o —H)—(Zx).
k=1 k=0
8.b. Appliquons le résultat précédent pour x =1:
= 2km 2kn
H(Z Zcos—) =1 H( —cos—) =n?
k=1
Comme

1 —cos0 = 2sin? 9

V0 eR, 5

on en déduit que

On sait aussi que

VO eR, sind zzsingcos%

et donc que

(Fon ) (o) - (25

Changeons d’indice dans le second produit avecj = n—k.
Comme l'indice k varie de T a (n — 1), I'indice j varie de
n—1)alet

COs ];—;t = COS(; — %)

n—1 2
k 2
sin S7) " = ()
2n 2n—1
k=1 ——
>0

=sin ﬂ
T n

donc

(car 0 < k75 < 7/5) et finalement

n—1
.k n
Vn>1, k71smE:2n_1.

8.c. Lafonction f1(0) = {n(sin 0) n’est pas continue sur
le segment [0, /2], donc on ne peut pas appliquer le Théo-
réme de Riemann comme on I'a fait au 6.a.

En revanche, la fonction f; est continue, croissante et
négative sur I = ]0, 7). Par conséquent, pour tout entier
n > 1, la fonction ¢,, définie par

(k—1)m kmt k7t
<k — < — = —
V1 \k\n)v m \e<2n) (pn(e) f1 mn

est une fonction continue par morceaux sur [0, 7] (fonc-
tion en escalier), telle que

VO<0<7, f1(0) <en(0) <0
et telle que
Vo G]Oaﬂ/l]) gmoo (pn(e) =11(0).
0 /2

On a donc

n>1,Y0<0<, [ea(0)]<—f(0).

Comme la fonction —f; est intégrable sur ]0, 7/,] (d’apres
2.a.), la convergence des fonctions ¢, vers la fonction f;
est dominée, ce qui prouve que

/2 /2

J f1(0)d6 = lim J ¢n(0)de.
0 n—+00 Jo

Comme @, est une fonction en escalier, cela prouve que

/2 n K
J {n(sin®) d6 = lim E i {nsin —T[.
n n

n—-+oo
0 k=1
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D’apres la question précédente,

n n—1
ansmz—:ZanmE
= k=1
1
—Enzﬁ :—(n—1)€n2+§€nn
donc
n
s .k —(n—T)m minn
— { — = M2+ -——
Zn];nsmn n n +4n
min 2
—_— .
n—-+oo 2

9. D’apres la question précédente,

P(]):J n(2 — 2 cos0) dezj in(4sin”9/) do
0 0

0 0
=2 2+4 in—d—
iin2 + Jo Krlsmzd2

/2

:2n€n2+4J {nsinudu =20

0

D’apres 7. et 8.c., la fonction P tend vers 0 au voisinage de
1 (aussi bien a gauche qu’a droite) et P(1) = 0. Par consé-
quent, la fonction P est continue en 1 (et en —1 par parité).

-1 0

Par 4., le graphe de P admet I’axe des ordonnées pour axe
de symétrie.

Sur [0, 1], la fonction P est constante. Sur ]1, +oo[, elle
est strictement croissante et concave.

En x = 1, la pente de la demi-tangente a droite est
égale a 27t : cette tangente est donc assez proche de la ver-
ticale (mais elle n’est pas verticale!).

Solution Il [0 Théoréme de Laplace

1. Lesegment

MA + avnA, nA + bvna]

est contenu dans IR, (puisque a et b sont positifs) et sa lon-
gueur est égale a (b — a)vnA. Cette longueur tend donc
vers +oo lorsque n tend vers +oco. Par conséquent, pour

n assez grand, elle est supérieure a 1 et notre segment
contient au moins un entier naturel.
2. Pour tout entier k,

kelh, & ni+avnA<k<nA+bvna
— a<xkn<Db

car vnA > 0.

3. TIlestclair que la fonction f est de classe ¢! sur R et

VxeR, f'(x)=—xf(x).
La dérivée f’ est donc continue sur R et tend vers 0 au voi-
sinage de +oo ainsi qu’au voisinage de —oo. Elle est donc
bornée sur R et, d’apres I'Inégalité des accroissements fi-
nis, la fonction f est lipschitzienne sur R.
REMARQUE.— On peut étre plus précis. La fonction f est en effet de
classe €7 et

VxeR, f"(x)=x*—=1f(x).
Par conséquent, La dérivée t' est décroissante sur [0,1] et croissante
sur [1,+ool. Comme f'(0) = O et que f' tend vers O au voisinage de
+o0, on en déduit que

Comme f est paire, sa dérivée t' est impaire, donc

VxeR, [f'(x)|<|f'(1)].

Par accroissements finis, la fonction f est M-lipschitzienne avec M =
If'()] =e "2~ 0,6.
4.a. Onne compare bien que ce qui est comparable!

x+h
‘hf(x) —J' f(t) dt‘ =

X

x+h
J f(x) — f(t) dt

X

x+h
< J [f(x) — f(t)| dt

X
car h > 0 (inégalité de la moyenne). D’apres la question
précédente,

Vte [x,x+ hl, ‘f(x)—f(t)| <M |x—tl=M(t—x).

Par positivité de I'intégrale,

x+h hZ

(t—x)dt=M"- —.

‘hf(x) - JXM f(t) dt‘ < MJ >

X X

4.b. Il s’agit de comparer une somme et une intégrale :
c’est trés classique sur le principe. Ce qui est moins clas-
sique, c’est que la base des rectangles n’est pas de lon-
gueur 1. Une figure soigneusement légendée va nous gui-
der.

i

Py . . é

:Bp—].,’l’b :Bp,’l’b xp+17n xq_17n :Bq7n xq+17n
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00 Comme l'ensemble I,, est une partie de IN et qu’elle
n’est pas vide (par hypothese!), elle admet un plus grand
élément et un plus petit élément.

O La largeur de chaque rectangle est égale a

1
VnA©
Comme [a,b] C R, la fonction f est continue et décrois-
sante sur [a, b] et donc, comme on le voit sur la figure,

Vpékgq, Xk+1,n — Xk,n =

] q Xq,n ] Q*1
VY Z f(xk,n) <J f(t)dt < T f(xk,n ).

k=p+1 Xp,n k=p

Comme f est positive, on en déduit que

—1 Xq,n 1 q
—f n) < f(t) dt — — f n) <0
) [ =D o)

Xp,n k=p
et finalement que
RS JXW ’ f(xp,n)
— ) flximn) — ft) dt| < —B==.
’mé o) =[] <

4.c. Dapres la relation de Chasles, l'inégalité triangu-
laire et I’encadrement précédent,

1 q b
‘— > flxan) —J f(t) dt‘

\/Tl?\ k—p a
Xp,n b
< J £(t) dt‘ +f(x%/;;\‘) n J f(t) dt’
a n Xq,n
Xp,n b
<Jp f(t)dt+ﬂx—f’;;)+J f(t) dt
a n Xq,n

la derniere majoration découlant du fait que f soit positive
et que les bornes des deux intégrales soient dans 1’ordre
croissant. En effet, d’apres 2., on a

a<Xpn <Xqn <D

puisquep € I et q € L.
Par ailleurs, il est clair que 0 < f(t) < 1 pour tout
t € R, donc

Xp,n b
J ’ f(t) dt + ﬂ%;;\‘) +J f(t) dt
a Xq,n
1
< (Xp,n — Cl) + \/T_)\ + (b —Xq,n).

Par définition du minimum et du maximum,

Xp—in<a<Xpn e Xgn<b<Xxqrin

donc

Xp,n et b—xgn <

1 1
a< — —
VnA VA
donc, pour tout entier n assez grand pour que I, ne soit
pas vide,

On déduit alors du Théoréme d’encadrement que

lim fxin) = | f(t)dt.

b
n—-+oo ‘/n)\ eln Ja

5. Remarquons tout d’abord que

-t = (1= 52— ()

et donc que

REMARQUE.— Les deux questions qui suivent sont particulierement
difficiles a établir rigoureusement. En effet, il s’agit d’établir un enca-
drement pour k € I pour tout entier n assez grand, on ne peut donc
considérer k ni comme un parametre fixé, ni comme un parametre qu’on
pourrait faire tendre librement vers +oo (puisque k tend vers 400 en
étant subordonné a n).

Notre méthode consistera donc a chercher des encadrements indé-
pendants de k € In.
5.a. Il s’agitici d’encadrer 1’expression

qui est égale a

k!
Yo € o VIR VR

2
k k-
O D’apres la Formule de Stirling,

. k!v/2mkeX
im ——— =1.
k—+4o00 kk

k!v/2mkek
K

L’énoncé a fixé ¢ > 0 et on peut supposer sans restriction
que ¢ < 1.1l est alors clair que

Vi—e<l<l+e.
Il existe donc un rang ko € N* tel que
k!v2mke*
Vk >ko, VIi—e< kife<1+s.

Par définition de I,,, si k € I,,, alors k > nA et comme
A >0, il existe un rang nj € N* tel que
Vn>ny, Vkel, kz=ko.

Ainsi, pour tout n > nj,

1V/2rkek
Vke I, 0<\/1—e<kk+ke<1+s. 1)

0 Pourtoutk € I,

1+ L < L <14+ L
VA o nA s VnA
et par conséquent
1 nA
< — <1
14+ -0 k
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11 est clair que le minorant tend vers 1 lorsque n tend vers | On en déduit que, pour toutn > nj et tout k € I,,
+o0o. Comme 1 — ¢ < 1, il existe donc un rang nj € N* tel 5
k A+ bvnA
que : K (T — wen) + Kt + szﬂ < mﬁ% @)
Vn>mnl, 1—5<]7b (a+vnA)
T D’autre part,

t 5 t, toutn >n’,

et par conséquent, pour tout n > n), K — 1A b
S Vkel, 0< k < X
Vk € I, 0<\/1—s<\/%<1. ?) a+ymn
et donc

O Posons n; = max{nj,n;} € N*. Pour tout n > ny, 2 K — 1A b3

les encadrements (1) et (2) sont tous les deux vrais. En les Vkel,, 0<gZn. 5)

multipliant membre & membre (puisque tous les termes
sont positifs), on obtient : pour tout n > ny,

k!
Vke Iy, 1—s<yk‘ne")‘ )k\/27t\/n7\<1+5

(nA

ce qu'il fallait démontrer.
5.b. Meéme technique, mais la mise en ceuvre est encore
plus compliquée !

On commence par remarquer que

Yion = exp[kn(T —un) + kg n
= exp[k{fn(1 —uxn) +uxn}|.

On en déduit que
Yi,n Xk.n
{ =k[{n(1 — —.n
M Fem) [l = ten) o] + =5
2
= k{ﬂn(] —Uk,n) +Ukn + u—zﬂ}
2
Xip (Kk—nA
+t ( K ) )

REMARQUE.— Comment y arriver a cette expression ? En étudiant les
ordres de grandeur ! Par construction, les xi n sont compris entre a et
b et pour k € I, U'entier k est de I'ordre de grandeur de n\, donc le
quotient \/nA/k est de l'ordre de grandeur de /. /w. Par conséquent,
Uk n est un infiniment petit et on a ici écrit le développement limité a
U'ordre deux de In(1 — ) au voisinage de w = 0. Comme nous cher-
chons des encadrements (et pas seulement des limites), la Formule de
Taylor-Young nous est inutile, mais 'Inégalité de Taylor-Lagrange va
exprimer toute sa puissance.
O Onsait que a < xx,n < b par 2. Par ailleurs,

vyn>1,Vkel,, 0< \/]1:_}\< a+]\/n_7\.
Donc
vyn>1,Vkel,, 0<ukn<L. 3)
’ a++vnA

Comme le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oo,
on en déduit qu’il existe un rang nj € N* tel que

1
0< Uk,n < Z.
D’apres I'Inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre deux sur
[0, 1/2], il existe une constante Ky telle que

Vn>nj, Vke ly,

2

Vuelo s, | —u)+u+”7 < Kol

< .
2 k 2(a+vnA)

En sommant les encadrements (4) et (5), on prouve qu’il
existe une suite (xn)nen de limite nulle telle que

Yx,n
f(xk,n)

Vn=nd Vke Ly, ‘Kn ‘gcxn. )

Comme o, tend vers 0 et que
n(1—¢)<0<{n(1+c¢),
il existe un rang n} > nj tel que
vn>ny, n(l—¢) <—on <0< oy <n(l+e).
L’encadrement (6) devient alors

Yi,mn
f(xk,n)

Vn>ng Vkel,, M(l1—¢)<in <n(1+¢)

et, par croissance de la fonction exp,

yk,n

Yn>nj vVkel 1—e<
n n4’ S ny € f(xk‘n)

<1+e.

O Pour conclure, on choisit
N¢ = max{n;,n;} € N

pour que les encadrements 5.a. et 5.b. soient simultané-
ment vérifiés.

6. En combinant les encadrements obtenus au 5.a. et au
5.b., on obtient que : pour tout ¢ > 0, il existe un rang
N, € N tel que, pour tout entier n > N,

(mA)k A
> e
(1—e)? < — <(1+¢)?
m Z f(xi,n)

keln

ce qui signifie que le quotient tend vers 1 quand n tend
vers +o0. Or, on a établi la convergence du dénominateur
au 4.c. et on en déduit enfin que

) (nA)x
m > T
keln

REMARQUE.— Le résultat obtenu est vrai quels que soient a et b dans
R (et pas seulement pour des réels positifs). Il s’agit d'un cas particu-
lier du Théoréme-Limite Central, qui joue effectivement un réle central
dans le calcul des probabilités et les études statistiques (attribué selon
les goil ts a Laplace, & Gauss ou a I'un des Bernoulli).

—nA _ 1

Van

b 2
J e /2 dt.
a



