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Espaces euclidiens (premiére partie)

1. Tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des es-
paces réels.

2. Soient A et B, deux matrices de 9, (RR).

21

n
V1 < l,] <n, (AT.B)I‘,]' = Z ak,,-bk,]-.
k=1

2.2 Si XT.AY = XT.BY quelles que soient les colonnes X
etY, alors A = B.

2.3 SiXT.AX=X"BX quelle que soit la colonne X, alors
la matrice A — B est antisymétrique.

En particulier, si A et B sont deux matrices symétriques telles
que

VXem, (R), X .AX=X"BX,

alors A = B.

I

Produits scalaires

3.  # Un produit scalaire sur ['espace vectoriel réel E est une ap-
plication ¢ : E X E — R qui est

3.1 bilinéaire :

Quels que soient A € R, (x,y,z) € E3,

p(Ax+y,z) = Ap(x,z) +
p(x, Ay +z) = Ag(x,y)

3.2 symétrique :

V(xy) €E, o(xy) = 9(y,x)

3.3 et définie positive :

VxeE ¢@(xx)=0 e ¢xx)=0<< x=0.

4. # Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E sur lequel
est défini un produit scalaire.

5. % Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimen-
sion finie.
6. Exemples canoniques
6.1 Sur E=R":
n
V(xy) ER"XR", @(xv,y) =) xy
k=1

6.2 Sur l'espace E = 901, 1 (IR) des matrices colonnes :

n
V(X,Y)€ExE ¢XY)=X"Y=Y xy.

k=1

6.3 Sur 'espace E = M, (R) des matrices carrées :
n n
V(AB)€EXE, ¢(AB)=t(A"B)=Y Y a by,
k=1/=1

6.4 Sur l'espace E = ¢%(N) des suites réelles de carré som-
mable :

—+o0
V(u,0) €EXE, ¢(u,v)=Y uo,.
n=0

6.5 Sur l'espace E = .Z2(I) des fonctions continues et de
carré intégrable sur [ = [0, +oc0] :

V(S EEXE olfg)= [ Finghar

7. Exemples usuels
71 Sur E = ¢°([a,b],R) :

V() eEXE o(fg) = [ fsiar

7.2 Sur l'espace E = %2071 des fonctions continues et 27t-
périodiques de R dans R :

V(LR CEXE olfg) =g [ SO0

7.3 Soit D = Diag(Aq,...,An) oit les réels Aq, ..., A, sont

tous strictement positifs. L'application définie par

n
V(X,Y)€eExE ¢(XY)=X".DY=Y Mxuy
k=1
est un produit scalaire sur E = 9, 1 (R).

7.4 Sur l'espace E = £°(R+) des fonctions continues et
bornées :

+oc0
V(f,g) €EXE olfig)= [ fhg(te !t

7.5 Sur l'espace E = ¢'(IR) des séries réelles absolument
convergentes :

—+o0
V(u,0) eEXE, ¢(u,v)=Y uyv,.
n=0

8. Représentation matricielle
Soit = (ex)1<k<q, une base de l'espace euclidien E.
8.1 % La matrice de Gram relative a % est la matrice

I'=({e] ei>)1<i,j<n'

8.2 Une base est orthonormée si, et seulement si, sa matrice
de Gram est la matrice identité.

8.3 La matrice de Gram est une matrice symétrique réelle.
8.4 Elle représente le produit scalaire (-|-) dans la base %

au sens suivant : quels que soient les deux vecteurs x et y dans
E,si X = Matgz(x) et Y = Maty(y), alors

(x|y) =X"IY.

8.5 Quelle que soit la base % de E, sa matrice de Gram est
inversible.
8.6 Si %' est une autre base de E et P, la matrice de passage

de # a #', alors la matrice de Gram relative a la base %’ est
égale a

I'=PTI.P.
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I.1 Définitions d’une structure euclidienne

9. Structure définie par un produit scalaire

La premiere maniére de définir une structure euclidienne sur
un espace vectoriel E consiste a définir explicitement un produit
scalaire sur E.

Parmi les bases de E, seules les bases orthonormées sont alors
vraiment intéressantes. —[26]

10. Structure définie par une base

L'autre maniere de définir une structure euclidienne consiste a
choisir une base de référence et décider que cette base sera or-
thonormée, ce qui définit implicitement un, et un seul, produit
scalaire sur E.

C’est ainsi qu’est définie, sur chaque espace qui admet une base
canonique, une structure euclidienne canonique.

10.1 Soit Z = (eq,...,en), une base de E. Il existe une, et une
seule, famille (e, ..., e;;) de formes linéaires sur E définies par :

n
VxeE x=Y ef(x) e
k=1

Ces formes linéaires sont appelées formes linéaires coordonnées
relatives a la base % et constituent une base de I'espace L(E,R)
des formes linéaires sur E, dite base duale de 2.

10.2 L’application définie par

n

(xly) =) ex(x)eg(y)

k=1

V (x,y) € EXE,

est 'unique produit scalaire sur E tel que la base # soit ortho-
normée.

10.3 # Structure euclidienne canonique

L’espace R" est muni de sa structure euclidienne cano-
nique lorsque la base canonique de R" est une base orthonormée.

1.2 Norme associée au produit scalaire

11.  #v Si E est muni d'un produit scalaire ¢, la norme sur E asso-
ciée a ce produit scalaire est définie par

VxeE, |x||=+/¢xx).

12. Formule de polarisation
La formule de polarisation

V(xy) €EXE, |xxyl® = |x|* + llyl* £29(x,y)

permet d’exprimer le produit scalaire en fonction de la norme
qui lui est associée :

1
V(vy) € EXE, o(xy) = §[Hx+y\|2 = %1% = lIyII*]

13. Identité du parallélogramme
Quels que soient x et y dans E,

e+ 12+ llx = w117 = 210 + ly))-

Xty

14. = Inégalité de Schwarz et cas d’égalité
141 Quels que soient x et y dans E,

loGxy)| < lIxll Iyl

avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.

142 L'éqalité ¢(x,y) = ||x|| |yl a lieu si, et seulement si, x et y
sont colinéaires et de méme sens.
143 L'éqalité o(x,y) = —||x|| |yl a lieu si, et seulement si, x et

y sont colinéaires et de sens opposés.
15. Applications

15.1

2 n

Y (xq1,...,x;) €ER", (Z xk) <n Zx,%
k=1 k=1
152 Poura = (ay,...,an) etb = (by,...,by) dans R",
n 2 n n
kagbe) < ka? kb?).
(X ko) < (L kat) (X ko)

15.3

VAcM,(R), tr(A) <vn\/tr(AT.A)

16. Inégalité triangulaire et cas d’égalité
16.1 = Quels que soient x et y dans E,

[l = llyll] < llx £yl < Nl + Nyl

16.2 Les égalités

[l +yll =[xl + [yl I =yl = [llx]l = Iyl

ont lieu si, et seulement si, x et y sont colinéaires et de méme
sens.

16.3 Iy a égalité

I+ yll = [llx]l = Iyl

si, et seulement si, x et y sont colinéaires et de sens opposés.

1.3 Orthogonalité

17.  # Une famille de vecteurs (x;);cr est orthogonale lorsque les
vecteurs qui la constituent sont deux a deux orthogonaux.

18. % Une famille orthogonale (x;);c est orthonormée lorsque les
vecteurs x; sont unitaires.

19. = Caractérisation des familles orthonormées
La famille (x;);c] est orthonormée si, et seulement si,

V(i,j)GIXI, (x,\x]) 2(51‘,]'.
20.1 = Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
20.2 = Une famille orthonormée est libre.

21. Exemples fondamentaux

211 Pour E =R", M, 1(R) ou M, (R), la base canonique de
E est orthonormée pour le produit scalaire canonique sur E.
212 Suitede [7.2] - On pose ug = [t — 1] et

VnelN', u_,=][t— cosnt] et u,=][t—> sinnt].

La famille (uy,),cz est orthogonale, mais pas orthonormée.
22. Théoreme de Pythagore

221 Quelle que soit la famille de vecteurs (xy)1<k<, de E,
n 2 n n n 5
[ x| =L ily) =L lxlP+2 Y (xlx).
k=1 i=1j=1 i=1 1<i<j<n
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22.2 = Soit (Xi)1<k<n, une famille orthogonale. Alors

n 2 n 5
| x| = X el
k=1 k=1

22.3 Preuve sans parole

224 = Siljx +y|\2 = ||lx|* + Hsz, alors x et y sont orthogonaux.

23. & Soit A, une partie de E. L'orthogonal de A, noté AL, est
I'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs
de A:

At ={xe€E:VyecA (x|y) =0}.

24.1 # Deux sous-espaces F et G sont orthogonaux lorsque

V(x,y) € FxG, (x|y)=0.

Cette relation est notée : F1.G.

24.2 = Deux sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux si, et

seulement si, G C FL.

243 Utilisation de familles génératrices

Les sous-espaces F = Vect(x;, i € I) et G = Vect(y;, j € ]) sont

orthogonaux si, et seulement si,
V(i,j)GIX], (xi‘yj)zo'

25. Orthogonalité et somme directe

25.1  Si les sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux,

alors FN G = {0}.

25.2 = Si (Fi)1<k<n est une famille de sous-espaces deux a deux or-

thogonaux, alors les sous-espaces Fy, ..., F, sont en somme directe.
25.3 Dans ce cas, leur somme est notée

et dite somme directe orthogonale des F;, 1 <i < n.

Bases orthonormées

26. On considere ici une base orthonormée 2 = (e, ..
de E :
(eilej) =0ij

26.1 Coordonnées d’un vecteur
Les coordonnées d'un vecteur x relatives a la base orthonormée
2 se calculent par un produit scalaire :

., en)

V1<ij<n,

V1<k<n, e = (ex|x)

c’est-a-dire
n

VxeE x=)Y (e|x)- e
k=1

26.2  Expression de la norme

n n
VxeE, [xP=Y22=Y (e|x)2
k=1 k=1

26.3 Expression du produit scalaire

meEw,um—iumqu—éwk

k=1

Autrement dit, si les vecteurs x et y sont représentés par les
colonnes X et Y dans une base orthonormée de E, alors

(x|y) =x"Y.
26.4 Matrice et trace d'un endomorphisme
VYueL(E), Matg(u :( e; |u(e; )
(), mats(u) = ( (es]u(e)) _,
n
tr(u) = ) (ex|ule)).
k=1

27. Bases orthonormées et sommes directes orthogonales
27.1 On suppose connue une décomposition de E en somme

directe orthogonale
1
E= P E
1<i<r

et, pour tout 1 < 7 < 7, on suppose connue une base orthonor-
mée

’%l = (ek)k,',1 <k<k;
du sous-espace E; (avec 0 = ko < k1 < --- < k; = dimE). Alors
la famille

1
B= P %= (ex)1<k<dimE
1<i<r

est une base orthonormée de E.
27.2 Réciproquement, étant donnée une base orthonormée
A = (ex)1<k<q de E et des indices

0=ky<ki<ky<---<kr=d,

les sous-espaces E; = Vect(eg, kj_1 < k < k;) définissent une
décomposition de E en somme directe orthogonale :

27.3 & Dans les deux cas, la base A est dite adaptée a la décom-
position de E en somme directe orthogonale.

1.4 Projections orthogonales

28. Le probléeme du supplémentaire orthogonal

Soit F, un sous-espace de E.

28.1 Les sous-espaces F et F+ sont en somme directe [25.2],

mais la projection sur F parallelement a F- n’est définie que si
I'orthogonal de F est un supplémentaire de F dans E.

28.2 = Soit F, un sous-espace vectoriel de E. S'il existe un sous-
espace vectoriel G tel que

i
E=F®G,

alors G = F*.

283 4 Si E = F&® F', on dit que F est le supplémentaire or-
thogonal de F.

284 SiE=F&F", alors (F-): =F.

29. # Si E = F@ F*, alors la projection orthogonale sur F est
la projection sur F parallelement a F+.

5.3
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30. # Un endomorphisme p € L(E) est une projection orthogo-
nale si, et seulement si, il existe un sous-espace F tel que

iR
E=F&rt

et que p soit la projection orthogonale sur F.
31. = SiE admet une décomposition en somme directe orthogonale :

s
E= P F

1<k<n

alors les projections associées a cette décomposition de E sont des pro-
jections orthogonales.
32. = Caractérisation du projeté orthogonal

On suppose que E = F @ F-. Le projeté orthogonal de x € E sur F
est 'unique vecteur y € E qui soit solution du systéme suivant.

33. Soit (eq, .-

.,€7), une base de F. Alors

(x—y) e Ft = Vi<k<q (ylee) = (xlep)
et ;
]/GF < H(Qk)lgkng]Rq, Yy = Z“k'ek-
k=1

Le calcul de la projection sur F revient ainsi a inverser une ma-
trice de Gram. —[135.4]

341 Si I'espace M, (R) est muni de son produit scalaire ca-
nonique, alors

My (R) = Su(R) & An(R)

et le projeté orthogonal d’une matrice M sur le sous-espace
Sy (R) des matrices symétriques est la matrice

(M+MT).

N —

34.2 L'espace R? est muni de sa structure euclidienne cano-
nique. Déterminer le projeté orthogonal de x = (1, —2,3) sur le
plan F dirigé par ey = (1,1,0) ete; = (—1,2,1).

5.4

Caractérisation des projections orthogonales

35. Soit z; = xg + tyg pour t € R. Alors

(x0l¥0)

2 2
ol ) < Il

min |z,° = xol” - |
pour tout t € R.

36. = On suppose que E = F ® G et que p est la projection sur F
parallelement a G. Les assertions suivantes sont équivalentes.

36.1  La projection p est une projection orthogonale (G = F1).
36.2
Vx€E, p(x)Lx—px).
36.3
VoyeE  (x[p) = (p(x)]y).
36.4
Vx€eE, |px)] < x|

Projections orthogonales et bases orthonormées

37. Soit F, un sous-espace vectoriel de E dont on connait
une base orthonormée Zr = (eq, ..., er).
37.1 Pour tout x € E, le vecteur

T

p(x) =Y (ex|x) e

k=1

appartient a F et le vecteur x — p(x) appartient a F, si bien que

iR
E=F&Ft.

372 = Si(ey,..., e) est une base orthonormée de F, alors pour tout

x € E, les projetés orthogonaux de x sur F et sur F- sont respective-

ment
v

ki(eux) o e x—) (elx) e
=1

k=1

37.3 > Si(uy,...,ur) est une base orthogonale de F, alors le projeté
orthogonal de x € E sur F est le vecteur

— (ug|x)
Tz e
k=1 lull
38. Traduction matricielle

Soit %4, une base orthonormée de E.
38.1 = Si(eq,...,er) est une base orthonormée de F, alors la matrice
relative 4 2 de la projection orthogonale sur F est égale 4

,
‘A

k=1

ot Vi = Matg(ey) pour tout 1 <k < r.

38.2 > Si(uy,...,ur) est une base orthogonale de F, alors la matrice

relative a A de la projection orthogonale sur F est égale a

LUl
& U U

ot Uy = Matg(uy) pour tout 1 < k < r.

39. L'espace R? est muni de sa structure euclidienne cano-
nique. Calculer la matrice relative a la base canonique de R3 des
projections orthogonales :
1. sur la droite R - (1,2, —1);

sur la droite [x +3y —z=0]N2x —y+z =0];

surle plan [x +y — 3z = 0];
sur le plan engendré par u; =
sur le plan engendré par v; = (1,2,3) et v, = (—1,2,1).

MR
—
—_
N
N
<
N
g
o
-
=
N
\
—
|
N
L
—_
N
~
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40. Algorithme de Gram-Schmidt

On consideére un sous-espace F d'un espace préhilbertien réel E.
Si F est un espace de dimension finie, il admet une base
(x1,...,x4). Dans le cas contraire, on suppose que F admet une
base dénombrable (xj)ren:-

Dans ces deux cas, I'algorithme de Gram-Schmidt construit par
récurrence une base orthonormée de F.

40.1 Pour tout n > 1, on pose
Fy = Vect(xq,...,xn).
40.2 On suppose connue une base orthonormée de F; :

E, = Vect(y1,...,Yn)-

Le vecteur x,,11 n"appartenant pas a F,, on considere le vecteur

n

Upi1 = Xp1— 3 (Xni1 | Yk ) vi # O
k=1

Dy Xnt1
un+11...-~"
Fy
P (Xn41)
0.
40.3 Le vecteur
u
-4 n+1
1
I

est unitaire et orthogonal a F; et

Vect(y1, ..., Yn, Yns1) = Vect(xy, ..., Xn, Xpq1)-

40.4 = Conclusion
Pour toute suite (x,)neN de vecteurs linéairement indépendants, il
existe une famille orthonormée (e,),cN telle que

VneN, Vect(xg,...,x5) = Vect(eg,..., &n).
En particulier, pour tout n € N, la matrice de passage de (xy)o<k<n @
(Vk)ok<n est une matrice triangulaire supérieure.

41. Théoreme de la base orthonormée incomplete

41.1 = Un espace préhilbertien réel de dimension finie ou dénom-
brable admet (au moins) une base orthonormée.

41.2 = Pour tout sous-espace F de E, espace euclidien, il existe une
base orthonormée Ay de E adaptée a F.

De plus,

L
E=F&F*,
donc la projection orthogonale sur F est bien définie et la base ortho-
normée B est aussi adaptée a cette décomposition de E.
413  Si E est un espace euclidien, alors (F-) = F pour tout
sous-espace vectoriel F de E.

42. Inégalité d’'Hadamard

1. Soit X = (Xjy,...,Xy), la matrice colonne qui repré-
sente un vecteur # dans une base orthonormée.
Alors [[u]> = XT X et ||u] > | Xyl pour tout 1 < k < n.

2.

n
| Det(ur, ... un)| < T ol
k=1

Distance a un sous-espace

43. Soit F, un sous-espace vectoriel de E. La distance d'un
point x € E au sous-espace F est définie par

d(x,F) = y11€1£ d(x,y).

43.1 La distance d'un point de E a un sous-espace vectoriel
de E est bien définie.

43.2 1l existe une suite bornée (y,),cN de vecteurs de F tels
que

d(x,F) = ngrfm d(x, yn)-
43.3 La distance d(x, F) est nulle si, et seulement si, il existe

une suite (¥, )nen de vecteurs de F qui converge vers x.
43.4 # Le sous-espace F est dense dans E lorsque tout vecteur x de
E est limite d'une suite (y),en de vecteurs de F.

43.5 Si le sous-espace F est dense dans E, alors le vecteur nul
est le seul vecteur de E qui soit orthogonal a F :

F+ = {0}.
44. Caractérisation métrique du projeté orthogonal

Si E=F@ L, alors
V (x,y) € EXF,

441
=yl = [[x = p(x)]|

ol p(x) est le projeté orthogonal de x sur F.

0 v ya p(x) 3 Ya
44.> = Distance a un sous-espace de dimension finie
Soit F, un sous-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout x € E,
le projeté orthogonal pr(x) de x sur F est 'unique vecteur y € F tel
que d(x,y) = d(x, F), de sorte que

d(x, F) = - = min d(x,y).

(x, F) (x]x—pr(x)) min (x,y)

44.3 Distance a un hyperplan
Soit H, un hyperplan de E. S'il existe un vecteur n € E tel que

i
E=H®R-n,
alors le projeté orthogonal de x € E sur H est le vecteur
(n]x)
p(v) =x— 2
]

et la distance de x a H est donnée par :

[(xIm)]

6 H) = o

Cette distance d(x, H) est nulle si, et seulement si, x € H.

HY=R-n

5.5
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Entrainement
45. Questions pour réfléchir
1. Soit E, un espace préhilbertien réel.

1.a  Si f et g sont deux applications de E dans E telles que

V(xy) €cExE, (f(x)|y) = (x[gWy)),

alors f et g sont linéaires.
1.b Si f est une application de E dans E telle que

V(xy) EEXE  (f[f) = (x]y),

alors f est linéaire.
2. Condition sur la suite (p,),en pour que l'application
définie par

—+00
vV (u,v) € EXE, ¢(uv)= Z PrtinUn
n=0

soit un produit scalaire sur E = ¢2(RR).
3. Condition sur la fonction K pour que l'application défi-
nie par

V(LR EEXE plhg)= [ FsKar

soit un produit scalaire sur E = ¢°([a, b], R).

4. Soit u € L(E). Tout sous-espace propre de u contient un
vecteur unitaire.

5.  Le plan étant muni de sa structure euclidienne cano-
nique, trouver trois vecteurs x, y et z tels que

2 2 2 2
[l +y +2)7 = x4+ [yl + lI=]I".

La famille (x,y, z) est-elle orthogonale ?

6. Si Fy, ..., Fy sont des sous-espaces vectoriels deux a deux
orthogonaux, alors
Vi<i<n, F®---@F)LF 1B - DF).

7. Soient V, un espace de dimension finie; ¢ et ¢, deux
produits scalaires sur V. S’il existe une base % de V qui est
orthonormée a la fois pour ¢ et ¢, alors ¢ = 1.

8.  Comparer l'expression du produit scalaire dans une
base orthonormée de E avec 1'expression du produit scalaire ca-
nonique sur R".

9.  Décrire les bases orthonormées qui résultent de 1’algo-
rithme de Gram-Schmidt appliqué a :

9.a  une famille orthogonale (x)nen;

9.b  une famille orthonormée (x;),eN-

10. Suite de [44.3] — S'il existe un vecteur u € E tel que

1
E=H®R u,

alors I'hyperplan H n’est pas dense dans E.
46. Soient x et y, deux vecteurs non nuls. Alors

‘ x oy | lx—yl

2?2 [yl® I Iyl
47. Si x et y sont deux vecteurs unitaires distincts, alors
vtelo 1], |[Q-Hx+ty|| <1

Interprétation géométrique de 1'inégalité ?
48. Développer l'expression

2
Hyl* - x = o(x,y) -yl

(ott ||| estla norme associée au produit scalaire ¢) et interpréter
géométriquement.

5.6

49. Produit scalaire associé a un automorphisme de E
Soit u € GL(E).
49.1 L'application

ou=[(x,y) = (u(x)|u(y))]

est un produit scalaire sur E.
49.2  Soit A, une base orthonormée de E pour le produit sca-
laire de référence (-|-).Si P = 9Maty(u), alors la matrice de
@y relative a 7 est égale a P'.P.
50.

1. Sif :[0,1] — R} est continue, alors

(/Olf(t)dt)(/olj%dt) >1

avec égalité si, et seulement si, f est constante.
2. Si f et g sont deux fonctions continues et positives sur
[0,1] telles que f(t)g(t) > 1 pour tout ¢ € [0,1]. Alors

(/Olf(t)dt> (/Olg(t) dt) > 1.

51. Soit f, une application de classe ¢! sur R.. On sup-
pose que [t — tf(t)] et [t — f'(t)] sont deux fonctions de carré
intégrable sur R .

511  Les deux fonctions [t — f(t)] et [t — tf(¢)f'(t)] sont in-
tégrables sur R .

512 Comme

Vx>0, xfAx)= /Oxfz(t)dt+2/0xtf(t)f’(t)dt

alors x f2(x) tend vers 0 au voisinage de +oo et

(/waz(t) dt)2 < 4/0+°° 2F2(1) dt /Ow[f'(t)ﬁdt.

Orthogonalité

52. Soit u, un endomorphisme de E, espace euclidien. On
suppose que
VxekE, |lu@)| <|[x]

Pour tout t € R,

q(t) = |lx + ty]* — lu(x + ty)||* > 0

donc
i
E=Ker(u—1I)®Im(u —1I).

53. Soit (ag, ..., ay) € R
1. L'application ¢ définie par

n

o(P,Q) =Y PM(a)0M) (ay)

k=0

est un produit scalaire sur E = R, [X].
2. Il existe une base (Py)o<k<y de E qui est orthonormée
pour ¢, telle que deg Py = k pour tout 0 < k < n et que

. () | 0 sij#k,
vOSiksn PE) =] 672K
54. On suppose que ¢2(IR) est muni de son produit scalaire

canonique. L'orthogonal du sous-espace des suites nulles a par-
tir d’'un certain rang est réduit a {0}.



I PRODUITS SCALAIRES

Projections orthogonales

55. Si un sous-espace F et son orthogonal F sont supplé-
mentaires 1'un de 1’autre dans un espace de dimension finie, il
n’en va pas toujours de méme dans un espace de dimension in-
finie.

On munit 'espace E = ¢°([-1,1], R

par
(flg) = [ #0

55.1  On considére le sous-espace vectoriel F constitué des
fonctions polynomiales sur [—1,1].

1. Pour tout f € E, il existe une suite (g, ),en d’éléments
de F tels que || f — gx|| tende vers 0 lorsque n tend vers +oco.

2. SifeF*t alors
VneN,

donc F- = {0g} et (F)* = E.

55.2  Le sous-espace G_ des fonctions de E qui sont nulles
sur [—1,0] est I'orthogonal du sous-espace G4 des fonctions de
E qui sont nulles sur [0,1]. Les sous-espaces G et G_ sont-ils
supplémentaires dans E?

) du produit scalaire défini

(flgn) =0,

56. L'espace E = ¢1(]0,1],R) est muni du produit scalaire

défini par
(f19) = [ 0

On considere les sous-espaces vectoriels

A={feE:f'=f} et B={fe€E: f(1)

ainsi que le sous-espace affine

H={feE: f(1)=1, f(0)

fl(Hg'(t) dt.

= f(0) = 0}

=ch1}.

56.1  Le couple (ch,sh) est une base de A. Comme
VfeA VgeE (flg)=f(1)g(1) - f(0)g(0)
ona: (ch|sh) =sh®1et|ch|* = ||sh|* = sh2/2.
56.2 La fonction fy définie par
VxeR, fo(x) =ch(1—x)

appartienta A eta H.
56.3 Les sous-espaces A et B sont orthogonaux et supplémen-
taires dans E. Le projeté orthogonal de f € E sur le sous-espace
A est défini par

f(1)

m(f) = PSP ohf(0) - on

En particulier, si f € H, alors 7t(f) = fo.
56.4 Lorsque f parcourt H, I’expression

1) = [ FOP+ 0P
est minimale pour f = fy et q(fy) =sh2/2.

— f(0)ch1

Distance a un sous-espace

57. Soient n € N* et E = Ry, [X].
57.1 L'ensemble H défini par

PEE /

est un sous-espace de E.
57.2 On définit un produit scalaire sur E en posant

Z axby

dt—O

(P1Q)
quels que soient les polynémes

2n
P = Z aka et

2n
Q=Y px-
k=0

L'orthogonal de H pour ce produit scalaire est la droite dirigée
par le polynéme

2n ~k+1
okl
Py=1 .
b=t Z k+1
En déduire la distance du monoéme 1 au sous-espace H.

58. Soient ay, ...,
58.1

an, des réels.

A quelle condition sur les réels ay, ..., a, 'expression

n

=) P(ap)Q(ay)

k=0

(PIQ)

définit-elle un produit scalaire sur E = R, [X]?
58.2  L'orthogonal du sous-espace

F:{PeE:k;)P(ak):o}

est la droite vectorielle dirigée par le mondme 1.

58.3 La distance du mondme X" au sous-espace F est égale a
1 LA
3 al.
Vn+ 1 k=0
59. Calculs de distance

Les formules suivantes peuvent étre interprétées comme les dis-
tances d’un point a un sous-espace pour divers produits sca-
laires. On peut ainsi déterminer le point ot le minimum est at-
teint [33], puis en déduire la valeur du minimum [44.3].

59.1

—+o0
/ [ = (a+bt+c?)] et dt = 36
0

min
(a,b,c)eR?
Le minimum est atteint en (a,b,c) = (6, —18,9).
59.2
min /1 [ — (a+bt+c?)] dt = 8
(a,bc)eR?J -1 175
Le minimum est atteint en (a,b,c) = (0,3/5,0).
59.3
1 dt 4 6972
. 2
min Vi—a—bt === —
(a,b)e]RZ/O ( ) Ji—t 3 512

Le minimum est atteint en (a,b) =
59.4  La fonction ¢ définie par

(37/32, 157 /p4).

1
Y (x,y) eR%  ¢(xy) = /0 (It —xt —y)>dt

atteint son minimum global en (x,y) =

(5/3, —1/12).

60. L'espace M3 (R) est muni de sa structure euclidienne
canonique [34.1].
60.1 La distance de

0 1 2
A=|-2 0 1
-1 -1 0

au sous-espace S3(IR) est égale a /11.
60.2  L'ensemble H = [tr(M) = 0] est un hyperplan de

M3 (R) et la distance de I3 a cet hyperplan est égale a v/3.
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61. Approximation au sens des moindres carrés
L'espace E = M, 1 (IR) est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique.

Etant donné yo € M, 1(R), on considere 1'équation matricielle
Ax =y

d’inconnue x € E, avec A € My, »(R).

On suppose que les colonnes de A sont linéairement indépen-
dantes : rg A = p.

61.1 Si n = p, alors A est inversible et ’équation admet une
seule solution, égale a A~ ly,.

61.2 #v La matrice colonne xo € E est dite solution approchée au
sens des moindres carrés lorsque

— Axpl|| = inf — Ax]||.
w0 oll ;EEHyo I

61.3 On suppose que 1 > p.

1.  L'équation Ax = yp admet au plus une solution xg € E.

2. Elle admet une, et une seule, solution approchée au sens
des moindres carrés : I'unique vecteur xy € E tel que Axy soit le
projeté orthogonal de yg sur le sous-espace Im A.

3. Ce vecteur xg est 'unique solution de I’équation

AT Ax = AT y,.

4. SiAT.Ax =0, alors ||Ax| = 0, donc la matrice A.A est
inversible. La matrice (AT.A)"1AT est parfois appelée pseudo-
inverse de A.

62. Application : droite de régression

On considere deux statistiques réelles (xi)1<k<n €t (Vi)1<k<n-
On note respectivement sy, Sy, Sy2 et Syy, les moyennes arithmé-
tiques des statistiques suivantes :

(K )1<ken Wr<kan  (Pi<k<n et (i) 1<k<n-

62.1
tique

Chercher la droite y = ax + b telle que l'erreur quadra-

n

e(a,b) = Y (yx — axy — b)?
=1

soit minimale revient a chercher la solution approchée au sens
des moindres carrés du systeme

21 x 1
- a
. - . . b
Yn xp 1
62.2  Cette solution approchée est :
Sxy — SxSy Sy25y — SxSxy
) = —————>, byp=—"—"—"—5" =5y —apsx.
Sx2 (SX)Z Sx2 — (SX)2 Y !
623 Il ne revient pas au méme de minimiser ¢(a, b) et

i (xk — aye — B)?

k=1

puisqu’on obtient, en général, deux droites distinctes.
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II

Adjoint d’'un endomorphisme

63. Sauf mention contraire, on travaille ici dans un espace
euclidien, c’est-a-dire un espace de dimension finie.
64. Représentation des formes linéaires

Soit (E, (-|-)), un espace euclidien. Pour tout vecteur a € E, on
pose

¢a =[x (a]x)].
64.1 L'application ¢, est une forme linéaire sur E, dont le
noyau est (R.-a)* et

1
E=Ker¢,® (R-a).

64.2 Si B = (eq,...,en) est une base orthonormée, alors
n
a= Z Palex) - ex.
k=1
64.3 Théoréeme de Riesz

Pour toute forme linéaire ¢ sur E, il existe un, et un seul, vecteur
a € E tel que
Vx€eE ¢(x)= (alx).

65. Soit 1, un endomorphisme d’un espace euclidien E.

65.1 Si
V(x,y) eExE, (x|u(y)) =0,

alors u est I'endomorphisme nul.

65.2  Soit v, un endomorphisme de E tel que
V(x,y) eExE, (u(x)|y) = (v(x)|y).
Alors u = v.
653  Pour tout x € E, 'application [y — (x|u(y))] est une

forme linéaire sur E. Il existe un, et un seul, endomorphisme v
de E tel que

V(x,y) eExE, (x|u(y)) = (v(x)|y).

65.4 # Soit u, un endomorphisme de I'espace euclidien E.
L’adjoint de u est I'endomorphisme, noté u*, tel que

V(x,y) €ExE, (x|u(y)) = (u*(x)]y).
65.5 En particulier, I} = If.
66. Soit E, un espace euclidien.
66.1 = Quel que soit I'endomorphisme u,
(u*)* =u.

66.2 = Quels que soient les endomorphismes u et v,

VAeK, (Au+0)*=Au*+0*
et

(uov)* =v*ou™.

66.3  Siu € GL(E), alors u* € GL(E) et

(u*)fl _ (ufl)*.

67. = Adjoint et sous-espaces stables
Si le sous-espace F est stable par u, alors son orthogonal F est stable
par Uadjoint u*.
68. Représentation matricielle
Soit #, un endomorphisme de E représenté par la matrice A dans
une base 4.
68.1 = Si A est une base orthonormée de E, alors
* T
68.2  Les endomorplg{écrlrtféeas(% )et_ ué‘4 ont méme déterminant :
detu™ = detu.
68.3 Si B = (ex)1<k<q est une base (quelconque) de E, alors

Matg(u*) =T LATT

ol I est la matrice de Gram [8] de la base 4.
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Endomorphismes auto-adjoints

69.1 # Un endomorphisme u € L(E) est dit auto-adjoint (ou sy-
métrique) lorsque

V(x,y) e ExE, (u(x)|y) = (x|u(y))

L’ensemble des endomorphismes auto-adjoints de E est noté S(E).
69.2 = L'ensemble S(E) est un sous-espace vectoriel de L(E).

70. Soit (eq,...,e,), une base de E. Un endomorphisme u
de E est auto-adjoint si, et seulement si,

(eilule)) = (ule)|e)-

V1<ij<n,

71. = Soit u € L(E).

711 Si u est un endomorphisme auto-adjoint, alors la matrice de
u relative a une base orthonormée quelconque de E est une matrice
symétrique.

71.2 S'il existe une base orthonormée 2 de E telle que la matrice
Matgz (1) soit symétrique, alors u est un endomorphisme auto-adjoint.

72. = SidimE = n, alors

dim S(E) = @

73. Exemples géométriques

73.1 = Soit p € L(E), un projecteur. Alors p est un endomorphisme
auto-adjoint si, et seulement si, p est un projecteur orthogonal [36.3].
73.2 Soient p, un projecteur et s, la symétrie définie par

2p = Ig +s.
Alors

Ker(s —Ig) =Imp et Ker(s+Ig) =Kerp

et d’autre part p € S(E) si, et seulement si, s € S(E).

Une symétrie s € L(E) est donc un endomorphisme auto-adjoint
si, et seulement si, c’est une symeétrie orthogonale.

74. = Soit u € S(E), un endomorphisme auto-adjoint.

S'il existe un sous-espace F stable par u, alors I'orthogonal F est éga-
lement stable par u et la matrice de u relative i une base orthonormée
adaptée a la décomposition en somme directe orthogonale

iR
E=F&rt

est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant des matrices symé-
triques réelles.

Entrainement

75. Soit u € L(E).

1.  L'endomorphisme u* o u est auto-adjoint.

2. Pour tout x € E, le scalaire (x| (u*ou)(x)) est positif.
Ce scalaire est nul si, et seulement si, x appartient a Ker u.

76. Soient B = (e;)1<i<n et B = (¢)1<j<n, deux bases or-
thonormées de E. La somme

Y Y (ule)|ef)?

i=1j=1
est égale [26.4] a la trace de u™* o u et donc indépendante du choix

de Z et de #'.
77. Pour 1, endomorphisme de 1’espace euclidien E,

Keru* ou = Keru, Imu* ou = (Keru)®,

Keruou* = (Imu)?t, Imuou™ =Imu.

En particulier, rg(u* o u) = rg(uou*) = rgu.
78. Soit (f,g) € S(E). Lendomorphisme f o ¢ est auto-
adjoint si, et seulement si, fog = go f.

79. On considére le plan P représenté par 1’équation carté-
sienne
[ax + by +cz = 0]

dans la base canonique de R3.

Ce plan est stable par 'endomorphisme u canoniquement as-
socié a la matrice A € M3(R) si, et seulement si, il existe un
scalaire A € R tel que

a a
AT [b]=A-|b
C C

80. Affinités orthogonales
Soit a, un vecteur unitaire de E.
1. Pour tout & € R, I'endomorphisme défini par

Vx€E, fa(x)=x+a(a|x)a

est auto-adjoint.

2. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres
de fi. Interprétation géométrique de f, ?
3.  Pour quelles valeurs de « I'endomorphisme f, est-il in-

versible ? Reconnaitre f, o fﬁ.
81. Soient a et b, deux vecteurs unitaires et linéairement in-
dépendants de E. L'endomorphisme u défini par

VxeE, u(x)= (alx)a+ (blx)0b

est auto-adjoint. Son noyau est I'orthogonal du plan Vect(a, b).
Les vecteurs (a + b) et (a — b) sont des vecteurs propres respec-
tivement associésa 1+ (a|b) etal— (alb).
82. Soient a et b, deux vecteurs unitaires.

1.  L'endomorphisme f défini par

Vx€eE f(x)=x—(alx)b

est auto-adjoint si, et seulement si, a et b sont égaux ou opposés.
2. L'endomorphisme f est inversible si, et seulement si,
(a|b) #1, cest-a-dire a # b et, dans ce cas,

Vx €E, f’l(x)zx—s—%b.

3. L'endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement
si, a et b sont ne sont pas orthogonaux et dans ce cas,

E=(R-b)® (R-a)t.

83. Si 'espace E = Ry [X] est muni du produit scalaire dé-
fini par

1
(PlQ) = [ P dL,
alors on peut vérifier sur la base canonique [70] que 1’endomor-

phisme u défini par

VPeE VxeR, u(P)(x)= /Ol(t—&-x)”P(t)dt

est auto-adjoint.

84. Un adjoint en dimension infinie
L'espace E = ¢°([0,1],R) est muni du produit scalaire défini
par

(flg) Z/Olf(t)g(t)dt.

1.  L'application v définie par
X
VFeE Vxe01], o(f)x) :/0 £() dt

est un endomorphisme tel que |[v(f)|| < ||f|| pour tout f € E.

5.9



ESPACES EUCLIDIENS (PREMIERE PARTIE)

2. Il existe un, et un seul, endomorphisme w de E tel que

(v(f)18) = (flw(g))

et cet endomorphisme est défini par

Vf,g€E,
1
VfEE Vxelo1], w(f)(x):/f(t)dt.

III

Matrices orthogonales

85. Changement de base orthonormée
Soient Z = (ex)1<k<d et € = (ex)1<k<d, deux bases de E et
P = Mat(# — ¢), la matrice de passage de Z a €.
85.1 Si A est une base orthonormée, alors
Tp_
P .P=((el¢f) )1<i,;<d

et la base % est orthonormée si, et seulement si, PT.P = I;.
85.2 # Une matrice P € M;(R) est orthogonale lorsque

Pl Pp=1

c’est-a-dire lorsque les colonnes de P forment une base orthonormée de
My 1(R) (pour le produit scalaire canonique).
85.3 = Une matrice orthogonale P € 9 ;(IR) est inversible et

pl=pT,

En particulier,
plp=prpP" =1,

85.4 Une matrice est orthogonale si, et seulement si, ses
lignes forment une base orthonormée de 9, 4(IR) (pour le pro-
duit scalaire canonique).
85.5 # Deux matrices A et B de 9;(R) sont orthogonalement
semblables lorsqu’il existe une matrice orthogonale P telle que

B=P AP C(est-a-dire B=P'.AP.
85.6 Deux matrices sont orthogonalement semblables si, et
seulement si, elles représentent le méme endomorphisme de l'es-
pace euclidien E dans deux bases orthonormées de E.

86.1 = L'ensemble des matrices orthogonales de 9M;(R) est un
groupe pour X.

86.2 #» Le groupe, noté Oy(IR), des matrices orthogonales de 9, (R)
est appelé groupe orthogonal de M, (R).

87. Le déterminant d"une matrice orthogonale est égal a £1.
87.1 #v Une matrice orthogonale est dite positive, ou directe, (resp.
négative, ou indirecte) lorsque son déterminant est égal a 1 (resp. a
—1).

87.2 L’ensemble des matrices orthogonales positives est un
sous-groupe de Oy (R).

87.3 & L'ensemble, noté SO4(R) ou OF (R), des matrices orthogo-
nales positives, est appelé groupe spécial orthogonal ou groupe
des rotations.

88. Orientation d’un espace de dimension finie

Le choix d'une base de référence % détermine 1'orientation de
I'espace E (euclidien ou non).

88.1 Lorientation canonique de R? est déterminée par la
base canonique de R*.

88.2 #» Si la base 2 détermine 'orientation de I'espace E, alors une
base € de E est directe (resp. indirecte) lorsque le déterminant de la

matrice de passage
P=Mat(B — F)

est strictement positif (resp. strictement négatif).

5.10

88.3 Si P est la matrice de passage de la base % a la base €,
alors detun( )
etg(xy,..., x4
det S, Xg) = — 5
et (x1,..., %q) dot P
quels que soient les vecteurs xq, ..., x; de E.

88.4 = Si A et € sont deux bases orthonormées directes de E, alors
dety = dety .

Ce déterminant est noté Det.

Entrainement

89. Questions pour réfléchir

1. Sila matrice de passage P d'une base # a une base ¢
est orthogonale, les bases % et ¢ sont-elles orthonormées ?

2. Lapplication [M +— M".M] est-elle un morphisme de
groupe de (GL4(RR), x) dans lui-méme?

3. L'ensemble O, (R) des matrices orthogonales indirectes
n’est pas un sous-groupe de GL;(R).

4. Une matrice dont le déterminant est égal a 1 n’est pas
nécessairement une rotation. Donner un contre-exemple.

5.  La moitié des matrices orthogonales sont des matrices
de rotation.

90. Une matrice orthogonale et triangulaire est en fait une
matrice diagonale dont les coefficients sont égaux a £1.

91. Soit M = (m,-,j) € 0,(R).

1.
vUuem, (R), |[(MU)".ul<u'.u
2.
n n n n
i=1j=1 i=1j=1
92. Soit (a,b,c) € R3. La matrice
a b c
c a b
b ¢ a

est une matrice orthogonale directe si, et seulement si, a, b et ¢
sont les racines d’un polynome X3 — X2+ kavec 0 < k < 4/
93. Une matrice A € 9 (R) appartient a SO,(R) si, et
seulement si, det A = let tr(AT.A) = 2.

94. Factorisation d’une matrice de Gram
Soient % = (ex)1<k<q, Une base de E et

r= ((ei|e]-))1<i,j<d,
sa matrice de Gram.
Il existe une base orthonormée ¢ = (¢;)1<;<q de E telle que la
matrice de passage
P = Mat(¢ — B)
soit une matrice triangulaire supérieure. On a alors
r=r.Pp
95. On suppose que deux produits scalaires (-]-) et (-]-)
sont définis sur 1’espace E.
Soient # = (ex)1<k<d €t € = (ex)1<k<a, deux bases de E et P, la

matrice de passage de # a ¢.
95.1 Les deux matrices de Gram

Iy = ( (eil ej ) )1@',]‘@1 et I'y= ( (&l €j ) )1@',]'@1
sont liées par la relation

Iy =P TzP.
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95.2 Si # et € sont deux bases orthonormées de E pour
(-]-), alors les matrices I 5 et I' sont semblables.

95.3 Si de plus la matrice 'y est diagonale, alors la base ¢
est orthonormée pour (-|-) et orthogonale pour (-|-).

96. Soient # et ¢, deux bases orthogonales de E et P, la
matrice de passage de # a €.
1. Il existe deux bases orthonormées % et %) telles que les
matrices de passage
Q1 =Mat(B — By) et Qy =Mat(¢ — 6)

soient diagonales.
2. La matrice de passage de % a 4y est égale a

Py = QPQ; .

Simplifier les produits POT Py et PO.POT .

v

Isométries
97. & Un endomorphisme u de E est une isométrie vectorielle si,

et seulement si,
VxeE, |u)| =[x

On parle aussi d’automorphisme orthogonal.

98. = Conservation du produit scalaire
Un endomorphisme u de E est une isométrie si, et seulement si,

Vvy) e ExE  (u(x)|uly)) = (x]y).

99. = Adjoint d'une isométrie
Un endomorphisme u de E est une isométrie si, et seulement si, il est
inversible et

100. Isométries et sous-espaces stables

100.1 = Si V est un sous-espace vectoriel de E stable par une isométrie
u, alors l'endomorphisme wy induit par restriction de u a V est une
isométrie de V.

100.2  Siu € GL(E) et si V est un sous-espace vectoriel stable

par u, alors V est stable par u . —[2.47.2]
100.3 = Si V est un sous-espace vectoriel stable par une isométrie u,

alors V- est stable par u.

Groupes d’isométries

101. = L’ensemble des isométries vectorielles de E est un sous-groupe
du groupe linéaire (GL(E), o).

102. #v Le groupe des isométries vectorielles, dit groupe orthogonal
de E, est noté O(E).

103. = Le déterminant d’une isométrie est égal a £1.

104. # Une isométrie de déterminant 1 est appelée isométrie di-
recte ou rotation (vectorielle).

105. = L'ensemble des rotations de E est un sous-groupe de O(E).
106. #» Le groupe SO(E) des rotations de E est appelé groupe spé-
cial orthogonal.

107. #v Une isométrie de déterminant —1 est appelée isométrie in-
directe.

Représentation matricielle

108. = Action sur les bases orthonormées

Soit u € L(E).

108.1  Si u est une isométrie, alors l'image par u de toute base ortho-
normeée de E est une base orthonormée de E.

108.2  Si l'image par u d’une base orthonormée de E est une famille
orthonormée de E, alors u est une isométrie vectorielle.

108.3  Si u est une rotation vectorielle, alors I'image par u d'une
base orthonormée % de E est une base orthonormée de E de méme
orientation que 2.

108.4  Sil'image par u d'une base orthonormée directe de E est une
base orthonormée directe de E, alors u est une rotation vectorielle.

109. Caractérisations matricielles

Soit u € L(E).

109.1 = Soit %, une base orthonormée de E. L'endomorphisme u est
une isométrie vectorielle si, et seulement si, la matrice P = Matg (u)
est orthogonale :

P'P=PP' =1,

109.2 L’endomorphisme u est une rotation si, et seulement si,
sa matrice relative & une base orthonormée % de E est une ma-
trice orthogonale positive.

u € SO(E) < Matyk(u) € SO, (R)

109.3  Soient %, une base (quelconque) de E et I', la matrice
de Gram [8] de cette base. L'endomorphisme u est une isométrie
vectorielle si, et seulement si, la matrice

P = Matg(u)

vérifie la relation : PT.T.P =T.

IV.1 Exemples géométriques
Symétries orthogonales

110.  Les isométries les plus simples (par leur structure géo-
métrique) sont les symétries orthogonales.
110.1  Un endomorphisme s € L(E) est une symétrie : s> = I¢
si, et seulement si,

E =Ker(s —Ig) ® Ker(s +If).
Dans ce cas,

x+s(x)  x—s(x)
2 + 2

VYxeE x=
et le déterminant de s est égal a (—1)° o1 & = dim Ker(s + Ig).
1102 Si une symétrie s € L(E) est une isométrie, alors ses
sous-espaces propres E; = Ker(s — Ig) et E_; = Ker(s + If)
sont orthogonaux.

110.3 % Un endomorphisme s est une symétrie orthogonale lorsque
s est une symétrie :

et que ses deux sous-espaces propres :

E; =Ker(s—1Ig) et E_1=ZKer(s+1f)

sont orthogonaux.
110.4  Si s est une symétrie orthogonale, alors

1
E =Ker(s —Ig) ® Ker(s +If).

En particulier,

[Ker(s — Ig)]* = Ker(s+1f)
[Ker(s +Ig)]- = Ker(s — Ig).
111. = Caractérisations des symétries orthogonales
Soit u € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. L'endomorphisme u est une symétrie orthogonale.
2. u?=IgetucS(E).
3. ueS(E)ynO(E).
g u?=IgetucO(E).
112. = Soient %, une base orthonormée de E et u, un endomorphisme
de E.
L'endomorphisme u est une symétrie orthogonale si, et seulement si, la
matrice A = Matgz (1) est symétrique et orthogonale.

113. = Soient s et p, deux endomorphismes de E qui vérifient la rela-
tion : s = 2p — Ig. Alors s est une symétrie orthogonale si, et seulement
si, p est un projecteur orthogonal.

5.11
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Réflexions 120. Réflexion échangeant deux vecteurs
114.  Les symétries orthogonales les plus simples sont celles ;(231 0)821’156;12ev1r)eﬂex10n telle que s(u) = v. Alors s(v) = u et
pour lesquelles le sous-espace fixe . . . N
120.2 = Etant donnés deux vecteurs u et v, distincts et de méme
{x €E:s(x) =x) norme, il existe une, et une seule, réflexion s telle que

est maximal. s(u)y=v et s(v)=u.

115. # Un endomorphisme s de E est une réflexion lorsque s est une

symétrie orthogonale et que le sous-espace propre
v s 1 paceprer IV.2 Isométries planes

E1 = Ker(s —If) 121.1  Pour tout 6 € R, les matrices
est un yperplan. cosf) —sind cos  sinf
116. = Le déterminant d'une réflexion est égal 4 —1. R(0) = sinf  cos@ et S(6) = sin® —cosf

117.  Projection sur R - a et réflexion d’hyperplan (R.-a)~*
1171 Pour tout vecteur a € E non nul, 'application s : E — E  sont orthogonales. De plus, det R(0) = 1 et detS(0) = —1.

définie par 1212 Pour toute matrice P de O;(R), il existe 6 € R tel que
VxeE s(x):x—Z(a‘x)a P =R(8) ou P = 5(6).
’ a 2 122.  Rotations
122.1  Les matrices R(«) et R(B) sont semblables si, et seule-
est une réflexion qui fixe I'hyperplan a-'-. ment si, x = £ [271].

122.2  Quels que soient les réels « et 3,
R(@)R(B) = R(a+ B)-

122.3 = L'application [0 — R(0)] est un morphisme de groupes de
(R, +) dans (SO2(R), x ). Ce morphisme est surjectif et son noyau
est 27t 7.

122.4 = Le groupe (SO2(IR), x ) est commutatif.

122.5 = L’application

R-a i

[e” — R(e)]

est un isomorphisme du groupe (U, X ) sur le groupe (SO2(R), X ).

123.  Réflexions
Pour tout 0 € R, la matrice S(0) est une matrice de réflexion.

117.2  Si le vecteur a est représenté par A € My, 1(R) dans une
base orthonormée %, alors

AAT
fmatggo(s) = In — 2m

118. = Pour tout hyperplan H de E, il existe une, et une seule, ré-
flexion s telle que Ker(s —Ig) = H.

119. #v Soit H, un hyperplan de E. La réflexion d’hyperplan H est
l'unique réflexion s telle que

Ker(s —Ig) = H.

u-v 123.1  Si la matrice S(0) représente 'isométrie u dans la base

: orthonormée (ey, ep), alors u(ey) et u(ey) sont les images respec-
tives de e; et de e, par les rotations d’angles 6 et (6 — 7).

: 123.2  Les sous-espaces propres associés a 1 et a —1 sont les

u droites dirigées respectivement par

cosf/p —sinb/»
(sin 9/2) et par ( cos /> ) :

~~~~~~ Of : >> l_ > utuv. 124.  Relations de commutation
1) S(a)S(B) = R(x— p)
® S(B)R() = (6 —a)
©) R(x)S(B) = S(x+ )

5.12
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Angles orientés

125. Définition algébrique

Soit E, un plan euclidien.

125.1 #» Deux couples de vecteurs non nuls (u1,v1) et (up, vp) sont
dits équivalents lorsqu'il existe une rotation r € SO(E) telle que

() = e () =
fusl[ 7 Joa] [zl 7 [loz]|

Cette propriété est notée (uy,v1) ~ (up,v2).

125.2  La relation ~ est une relation d’équivalence.

125.3 #v Les angles orientés sont les classes d'équivalence de la rela-
tion ~.

126. Point de vue géométrique

Soient E, un plan euclidien, et u#, un vecteur unitaire.

126.1 1l existe deux bases orthonormées de E dont le premier
vecteur est u et une seule base orthonormée directe %, = (u,u’)
de E.

126.2  Pour tout vecteur unitaire v € E, il existe un, et un seul,
réel —m < 6 < 7 tel que

v=cos0-u+sinb-u'.

La seule rotation » € SO(E) telle que r(u) = v est la rotation de
matrice R(0) dans la base %y,.

LY
2

cos

126.3 #2 Le nombre réel 0 € |—rt, 7| est la mesure principale de
I’angle orienté (u,v).
Tout nombre réel x =
orienté (1,v).

126.4  On devrait parler de la rotation d’angle de mesure 6 et
non pas de la rotation d’angle 6. La lourdeur de 1’expression me
convainc qu’il est juste et bon d’employer cette synecdoque (par-
ticularisante).

127.  Angles non orientés

Soient u et v, deux vecteurs unitaires du plan euclidien E.

127.1  Soit r € SO(E), la rotation telle que r(u) = v. Alors
r~1(v) = u et les mesures principales des angles (u,v) et (v, u)
sont opposées.

127.2 1l existe un, et un seul, réel 0 < 0 < 7 tel que la mesure
principale de l'angle (u,v) soit égale a +6.

Ce réel 6 est la mesure principale de 1'angle non orienté (u,v).
127.3 # Dans un espace euclidien de dimension quelconque, deux vec-
teurs non nuls u et v définissent un angle non orienté et lo mesure
principale de cet angle non orienté est le réel 0 < 6 < 7t défini par

cosf = (ufo) .
[ull - [l

0 (mod 27) est une mesure de l'angle

Classifications des isométries vectorielles du plan

128. = Soit u, une isométrie vectorielle du plan euclidien E.
128.1  Si u est une rotation, alors il existe 6 € R tel que

Mat (1) = R(L0)

pour toute base orthonormée % de E.

128.2  Sinon, pour toute base orthonormée % de E, il existe 0 € R
tel que Matg(u) = S(0) et il existe une base orthonormée % de E
telle que

Matgg, (u) = Diag(1, —1).

129.  Selon la dimension du sous-espace fixe
On peut classer les isométries en fonction de la dimension du
sous-espace fixe F = Ker(u — If).

— SidimF =2, alors u = Ig.
— Sidim F = 1, alors u est une réflexion.

— Si dimF = 0, alors u est une rotation d’angle 0 < 6 < 7
(avec le cas particulier § = 77 pour lequel u = — IE).

130.  Selon les sous-espaces propres
On peut classer les isométries planes en fonction de leurs sous-
espaces propres.

— Un seul sous-espace propre : I et —Ip.

— Deux droites propres : les réflexions, représentées (dans une
base orthonormée convenable) par la matrice Diag(1, —1).

— Aucun sous-espace propre : les rotations, représentées par
R(%0) pour un angle 0 < 6 < 7.

Entrainement

131.  Questions pour réfléchir

1.2 L'endomorphisme Ig est une rotation.

1.b L'endomorphisme — If est-il une rotation?

2. Si detu = 1, I'endomorphisme u est-il une rotation ?

3. SidimE = 3, quelles symétries orthogonales sont aussi
des rotations ?

4. Une réflexion peut-elle étre une rotation ?

5.  L'ensemble des isométries indirectes n’est pas un sous-
groupe du groupe orthogonal.

6.  Condition pour que deux rotations du plan affine com-
mutent.

7. L'ensemble des matrices orthogonales de déterminant
—1 est-il stable par produit?

8. Suitede [121] - Comparer S(a)S(B) et S(B)S(a).

9.  Suitede [124] — Simplifier 'expression PT.5(0)P en pre-
nant P = R(«). Etudier le cas & = —6/2. Interpréter géométri-
quement.

10.  Condition pour que deux matrices orthogonales appar-
tenant a 9, (R) commutent?
11.  Pour toute matrice P € O,(R),

PT.R(0)P = R((detP)p).

Interpréter géométriquement.
132.  Soit f € O(E).
1.  Pour tout sous-espace F de E, l'orthogonal du sous-
espace f(F) est le sous-espace fi(F1).
2. Si F=Ker(f—1Ig),alors fi(F') = F*.
133.  Factorisation d’une isométrie

Soit E, un espace euclidien.
133.1  Si f est une isométrie telle que le sous-espace fixe

F=XKer(f —1If)

soit un hyperplan de E, alors f est la réflexion d’hyperplan H.
133.2  Soit f € O(E). On note r, la codimension du sous-espace
fixe par f :

r=dimE—dimF ou F =Ker(f—1Ig).

1. Quedirede fsir=0?sir=17?

2. On suppose que 1 < r < dimE.

2.a Il existe deux vecteurs unitaires distincts u et v, ortho-
gonaux au sous-espace F et tels que f(u) = v.
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2.b  En notant s, la réflexion qui échange les vecteurs u et v,
la composée s o f est une isométrie de E et

F&R-(u—0) C Ker(so f —Ig).

133.3 = Le groupe orthogonal O(E) est engendré par les réflexions :
pour toute isométrie f € O(E), il existe un entier

1 < n < codimKer(f —If)
et n réflexions sq, ..., sy telles que

f:sloszo...osn_

133.4  En particulier [121], toute rotation de RZ estla composée
de deux réflexions : pour tout 6 € R, le couple (&, ) € R2 vérifie

S(@)S(B) = R(6)

si, et seulement si, &« — = 6.

133.5 De méme, toute rotation de R est la composée de deux
réflexions.

Questions, exercices & problémes

Approfondissement

134.  L'espace R[X] est muni du produit scalaire défini par

1
(P1Q) = [ P)Q(at
et, pour tout n € IN, on pose

Pp=X"(1-X)" et L,=P".

1. Pour tout n € IN, le polyndéme L, est de degré n et son
coefficient dominant est égal a (—1)"(21)Y/,,,.

2. Soit Q € R[X].

2a SiP(0)=P(1)=0,alors (P'|Q) =—(P|Q").

2b Pourtoutn € Nyona (L, |Q) = (=1)" (P, | Q™).

3. La famille (L,),en est une base orthogonale de R[X].
135. Matrices de Gram
Soit (uk)lgkgpz une famille de vecteurs d'un espace préhilbertien
réel.
135.1  Si P est la matrice de la famille (uy,...,up) relative a
une base orthonormée, alors la matrice de Gram [8] vérifie :

G(uy,...,up) =P".P.

1352 Si la matrice colonne X = (A¢)1<k<p de My 1 (R) vérifie
GX =0,alors X".G.X =0 et

p
Z /\kuk = Of.
k=1

135.3 = La matrice de Gram G(uy, ..., up) est inversible si, et seule-
ment si, la famille (uq,...,up) est libre.

135.4  Projection orthogonale

On note G = G(uy,...,up). Le projeté orthogonal de x € E sur
le sous-espace F = Vect(uy, ..., up) est le vecteur

» Lo (x]er)
y:Zak-uk ol =Gt
= Xp (xlep)

136.  Distance a un hyperplan

On peut utiliser les matrices de Gram pour calculer la distance
d’un point a un hyperplan en suivant la démarche de l'algo-
rithme de Gram-Schmidt mais sans expliciter de base orthogo-
nale.

136.1  Soit (uy,...,up, upH), une famille libre. Le sous-espace

Fy = Vect(uy, ..., up)

est un hyperplan du sous-espace
Fp+1 = Vect(ul, ey up,upH).

1. Si uy,4q est orthogonal a Fp, calculer la distance d'un
vecteur x € £p+1 a Fp.

2. Si Upi1 n’est pas orthogonal a Fj,, comment utiliser 1"al-
gorithme de Gram-Schmidt pour calculer la distance d'un vec-
teurx € Fyi1aFp?
136.2 On note

¥p = detG(uy, ..., up) et Yp+1 = det G(uy, . ..,up,upﬂ),

les déterminants de deux matrices de Gram et on considere le
vecteur

P
Vpi1 = Upi1 — Y Ajlty.
i=1

3.a  On peut choisir les scalaires Ay, ..., A, de telle sorte que

Vi<k<p, (ug|ops1) =0.
3.b  L'opération
CP+1 <— CP+1 — ()\1”1 + -+ /\pup)

sur la matrice G(uy, ..., up, Uy 1) montre que

2
Yp+1 = Tp (Up+1 ‘”p+1) =Tp va+1H .

4. La distance du vecteur x = Up41 au sous-espace vecto-
riel F = Vect(uy,...,up) est donnée par

Yp+1=Tp - [d(x, F)]z-

1371 Soit f : [0,1] = R, une fonction continue et (ax)o<k<n,
une famille de réels deux a deux distincts.
Il existe une, et une seule, famille réelle (Ay)o<k<n telle que

VP e Ru[X], /01 PWF() = 3 AcP(ay).
‘ k=0

(On peut appliquer le théoréeme de Riesz [64.3] aussi bien que la
théorie des polyndmes interpolateurs de Lagrange.)

137.2  Pour tout n € N, il existe un polyndme P, € R,[X], et
un seul, tel que

vQemix, [ oWat= L2 R0k,

Existe-t-il un polynéme P € R[X] qui vérifie la relation sui-
vante?

o0 1
VQERX, Y 27"P(HQ(k) = [ Q(r)dt
k=0 0

138.  On suppose que .£2([0,1]) est muni de son produit sca-
laire canonique. L’orthogonal du sous-espace des fonctions po-
lynomiales sur [0, 1] est réduit a {0}.
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139.
139.1

Inégalité de Bessel
Si (eq,...,en) est une famille orthonormée, alors

n

Y. Cex|x)% < x))?

k=1

Vx€eE,

avec égalité si, et seulement si, x appartient au sous-espace en-
gendré par (e1,...,en). —[141.2]
139.2 = Soit (en)nen, une famille orthonormée de vecteurs de E.
Alors, pour tout x € E, la série numérique Y_ ( ey | x )% converge et

~+o0

Y (e lx)® < lx])%.

k=0

139.3  Le cas d’égalité dans 1'inégalité de Bessel est ’objet du
théoréeme de Parseval [141.4].

140. 4 Une famille de vecteurs (en)ncN de E est totale si, et seule-
ment si, pour tout vecteur x € E, il existe une suite (uy)ren de vec-
teurs appartenant au sous-espace F = Vect(e,, n € N) qui converge
vers x.

141.  Théoréme de Parseval
On considere un sous-espace F de E muni d’une base orthonor-
mée (e,)neN. Pour tout n € N, on pose

.,371),

de telle sorte que le projeté orthogonal de x sur F; est

F, = Vect(eg, ey, . .

n

pu(x) =} (ex|x) -ex.

k=0
1411 Un vecteur x appartient au sous-espace F; si, et seule-
ment si,
Vk>n, (ex|x) =0.
141.2 Pour toutn € N,

=[x = pu()|?

Il = 3 (] x)?

k=0

et en particulier, la suite de terme général ||x — p,(x)|| est dé-
croissante.

141.3  Pour tout vecteur y € F, il existe un entier ny € N tel
que y € Fy, et
+o00
2 2 2 2
e = ylI= = [lx = pup ()| = [lx)l” = Y Cex %)%
k=0

141.4 = Soit (en)nen, une famille orthonormée de E et F, le sous-
espace vectoriel de E engendré par cette famille. Alors

—+o0

Y (enlx)?

n=0

VxeE |x|*=

si, et seulement si, la famille (en),en est totale [140] et, dans ce cas,
la suite des projetés orthogonaux de x

n

Yo (exlx) -

k=0

converge vers X.
141.5 > Forme polarisée
Soit (en)nen, une famille orthonormée totale de E. Alors

+o00

Z xlen)

(x|y) (enly)

quels que soient x et y dans E.

141.6  Soit F, un sous-espace vectoriel de E. Si, pour tout x € E,
il existe une suite (y,),en de vecteurs de F telle que

lim_[x — yull =0,

n—+o0

alors F- = {0}.

142.  Approximation par des polyndmes orthogonaux

Soit K, une fonction continue, strictement positive et intégrable
sur l'intervalle borné ]a, b|.

1421  L’application définie par

= [ rwsl

est un produit scalaire sur 'espace E = ¢ ([a, b], R).
1422 Comme

(flg)

b
Vf,g€E, /a K(x)dx || f = glle

If =gl <

le sous-espace F des fonctions polynomiales est dense dans E
pour la norme ||-|| associée au produit scalaire.

1423  La suite orthonormée (P,),cN obtenue en appliquant
I'algorithme de Gram-Schmidt a la base canonique de F est une
famille totale et

—+00
VfeE f= ;)(Pnlf)l’

au sens ou

—— 0.

- Z Pul £) Py

142.4  Exemples
Les polyndmes de Legendre sont les polynomes (P, ),en associés
au noyau défini par

Noteo

Vxe[-1,1], Kx)=1
et les polyndémes de Tchebychev sont associés au noyau défini
par —[143]
Vxel-1,1], K(x) = ——m—
7 7 1 — xz .
143.  Polyndmes de Tchebychev

Soient E, l'espace des fonctions continues sur [—1,1] et F, le
sous-espace constitué des fonctions polynomiales.

143.1  On définit un produit scalaire sur E en posant
f (H)g (
(flg) = ~dt —/ f(cos8)g(cosB) deé.
171 —
143.2  Toute fonction continue f est limite (pour la norme as-

sociée a ce produit scalaire) d’une suite (gn),en de fonctions
appartenant a F.
143.3  Pour tout n € N, il existe un, et un seul, polynéme T,
tel que

VOeR, Ty(cosh) = cosnb

et pour tout n € IN,

Tyt — 2XTn+1 + Ty =0.

143.4  Pour tout n € N, le polyndéme T}, est un polyndme de
degré n qui admet n racines distinctes dans [—1,1].

143.5 Considérée comme une famille de vecteurs de F, la fa-
mille (Ty,),en est orthogonale.

143.6  D’apres le Théoreme de Parseval [141.4],

VICE = Eo (|T;n||f) '
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144.  Contre-exemple au théoréme de Riesz
L'espace E = R[X] est muni du produit scalaire défini par

(PI1Q) = [ PQ®)

On considere la forme linéaire ¢ = [P +— P(0)].
1.2 Pour tout n € N, il existe un, et un seul, Q, € R, [X] tel
que

1
V¥ P e Ry[X], p(o):/0 P(H)Qu(t) dt.

1b  Sila suite (Qn)yen converge vers Q. € E (pour la
norme ||-||), alors ¢(P) = (P|Qu ) pour tout P € E.

2. S’il existe Qu € E tel que ¢(P) = (P| Q. ) pour tout
P € E, il existe K € R tel que

VPeE, |P0)|<K]|P|.

3.a Il existe une suite (Py),en telle que

VneEN, P,(0)=1 et |P,| = 0.

lim |
n—-+0oo
3.b  Quelle que soit cette suite (P )N, la suite (deg Py )yen
n’est pas bornée.
4. La suite (Qu)nen converge-t-elle dans E pour ||| ? Et
pour |[-[|e,?
145. Factorisation QR et matrices de Householder
L'espace R" est muni de sa structure euclidienne canonique : la

base canonique
f%’c = (61, ..

est une base orthonormée.
145.1  Existence de la décomposition
Soit A € GL,(R).

1. Il existe une base # telle que A soit la matrice de pas-
sage de la base canonique a la base %.

2. Il existe une base orthonormée % telle que la matrice de
passage R de la base % a la base % soit triangulaire supérieure
avec des coefficients diagonaux positifs.

3. La matrice Qy = RpA, matrice de passage de la base
canonique a la base %, est orthogonale.

4. Il existe une matrice orthogonale Q et une matrice trian-
gulaire supérieure R telles que A = QR.

145.2 #v Pour tout vecteur a € R" non nul, ln matrice de House-
holder H(a) associée a a est définie par

'/el’l)

AAT
H(ﬂ) = In — Zﬂ
oit la matrice colonne A représente le vecteur a dans la base canonique
de R". —[117.2]
Par convention, la matrice de Householder associée au vecteur nul est
la matrice I,.
145.3 Pratique de la décomposition
On va élaborer un algorithme qui produit une factorisation QR
d’une matrice A € GL,(RR) donnée en précisant celui qui est mis
en ceuvre au [133].

5. Siov; € R" nest pas colinéaire et de méme sens que ey,
alors il existe [120.2] une réflexion /1 et un scalaire Ay > 0 tels
que

hy(v1) = Mey.

5.16

6. Pourl < j < mn,sile vecteur

w] = (xll---/xjfll \/m,o,,())

est distinct du vecteur
U]‘ = (Xl,. . .,x]-,l,xj,. . .,xn),

alors il existe une réflexion h]- telle que

h]-(el) = €1,.. .,h]-(ej,l) = Ej,l,

7. Il existe (n — 1) matrices de Householder Hy, ...

telles que la matrice
R=H, 1---HyH|A
soit triangulaire supérieure, que la matrice
Q=HHy---Hy

soit orthogonale et que A = QR.



