Chapitre 4 - Sommes — [53]

Pour tout n € N, on pose

T in t
the

=| ——dt.
tn L 1+ et

1l existe une constante X > 0 telle que
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VneN, OéunéKJ t™ dt
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Peut-on en déduire la nature de la série ), ?
2. | La suite de terme général (n + 1)u,, tend vers ¢/1 4 .

3w | La série ) (—1)™u,, est semi-convergente.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur x € R pour que la
série 3_unx™ converge.

La fonction

est continue sur le segment [0, 1] et donc bornée : il existe donc un réel K > 0
tel que
thet
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Par positivité de I'intégrale,
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doncu,, = O(1/n).
@ Comme la série harmonique ) 1/n est divergente, on ne peut pas appli-

quer le théoreme de comparaison. On ne peut donc pas déduire la nature de la
série ) u, del'encadrement précédent.

On integre par parties :
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Comme f’ est continue sur le segment [0, 1], le raisonnement de la question
précédente montre que
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o+ Dun = T+e +O(E) notoo 1+4e°

On en déduit que
e 1

tn n—too 1+e ‘n
etcomme ) 1/, est une série divergente de terme général positif, on peut cette
fois appliquer le théoreme de comparaison et en déduire que la série >~ u,, est
divergente.
Comme [(—1)"un| = un, on a déja démontré que la série ) (—1)"u,
n’était pas absolument convergente.



On a vérifié plus haut que la suite (un )Jnen tendait vers 0. Enfin, comme
la fonction f est positive,

VneN,Vtel0,1], o<t () <t™(t)

donc
VnelN, 0<up <uy

par positivité de l'intégrale. Comme la suite (un)nen tend vers 0 en décrois-
sant, la série alternée ) (—1)™u,, est bien convergente (critere spécial des sé-
ries alternées).
On sait que la série ) u,x™ converge pour x = —1 et diverge pour x = 1.
Pour x| < 1, on a unx™ = o(x™) (puisque la suite (un)nen tend vers
0). Par comparaison avec la série géométrique > x™, on en déduit que la série
2 unx™ est absolument convergente et donc convergente.
Enfin, pour x| > 1,

e x™"

~ N
T+e n
et par croissances comparées u,x™ tend vers 'infini lorsque n tend vers +oo,
donc la série ) unx™ est grossierement divergente.
Ainsi, la série ) unx™ est convergente si, et seulement si, —1 < x < 1.
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