Chapitre 5 - Espaces euclidiens — [Officiel 2017 - 94b]

Soient E, un espace euclidien de dimension n et v, un vecteur non nul de E.

Si les scalaires Ay, ..., A ne sont pas tous nuls, alors il existe une base
€ = (e1,...,en) de E telle que

n
V= Z )\kek.
k=1

La base € peut-elle étre choisie orthogonale ? orthonormée ?
Comme v # 0O, il existe une base % de E de la forme
B =v,€2,...,€n)

(Théoreme de la base incomplete appliqué a la famille libre (v)).
De méme, comme la colonne

A
C =
An

n’est pas la colonne nulle, il existe une matrice inversible Q de la forme

}\1 cee %
Q =
An o0 %
Comme la matrice Q est inversible, il existe une base ¢ = (ejy,...,en)

de E telle que
Mat(B — €) =Q ' Cest-a-dire Mat(¥ — &) = Q.

Par définition de la matrice de passage, la premiére colonne de Q donne les
coordonnées du premier vecteur de % dans la base ¢, donc

n
V= E Akek.
k=1

D’apres le Théoréme de la base orthonormée incomplete, on peut suppo-
ser dans ce qui précede que les bases % et € sont des bases orthogonales : les
familles libres (v) et (C7) étant orthogonales, on peut les compléter en bases
orthogonales.

@ Sion exige que la base ¢’ soit une base orthonormeée, il faut alors que

Iv]1® ZAZ

Cette condition nécessaire est aussi une condition suffisante : en effet, si

Iv]I® Z?\

() et ()

vl vl

sont des familles orthonormeées et le Théoréme de la base orthonormée incom-
plete nous assure qu’il existe une base orthonormée de la forme

A%
%/: (M,eé,...,EA)

alors les familles



et une matrice orthogonale de la forme

Mg x
Q=1 :
)\T\/HV” e %

Comme la matrice Q est orthogonale et que la base %’ est orthonormée, il
existe donc une base orthonormée ¢’ = (e )1<k<n telle que

Mat(B' —€¢')=Q ' =Q" € O,(R).

Comme plus haut, on en déduit que

IVII Z|| vli °
et donc que

n
v = Z?\k . e{c.
k=1



