Chapitre 15 - Espaces euclidiens 2 — [28]

@ Soit X, une colonne telle que AX = 0. Alors AT.AX = 0. Le noyau de A
est donc contenu dans le noyau de A T.A.
Réciproquement, si X est une colonne appartenant au noyau de AT.A,
alors
JAX|P =XT.ATAX=XT.(AT.A)X=XT.0=0,

donc A.X = 0, c’est-a-dire X € Ker A.
On a démontré par double inclusion que

KerA =KerAT.A.

@ Soit Y, une colonne appartenant a ImA T .A : il existe donc une colonne
X telle que Y = AT.A.X et, pour toute colonne U appartenant a Ker A,

(uly) =u". AT AX=(AU)T.(AX) =0".(AX) =0

doncY € (KerA)*L.
On a déja démontré que ImAT.A C (Ker A)~. En outre, d’apres le Théo-
réme du rang et la question précédente,

dimImA".A =n—dimKerAT.A =n —dimKer A
et d’apres le Théoréme du supplémentaire orthogonal,
dim(KerA)* = n —dimKer A,

donc dimImAT.A = dim(Ker A)L.
L’inclusion entre sous-espaces et I’égalité des dimensions prouvent l'éga-

lité des sous-espaces :
ImA".A = (KerA)t.

@ D’apres la premiére question, en remplacant A par AT,
Ker A.AT =KerA'.

Si la colonne X appartient a Ker AT et si la colonne Y appartient a Im A,
alors il existe une colonne U telle que Y = All et

(YIX) =(AW)TX=U".(AT.X)=Uu".0=0,

doncKerAT C (ImA)-*.
Réciproquement, si la colonne Y est orthogonale a Im A, alors

VXeM(R), 0= (AX]Y)=(AX).Y=X".AT.Y= (X|AT.Y),

ce qui prouve que A T.Y = 0 (ce vecteur est orthogonal a tous les vecteurs) et
donc que Y € KerAT.

# Variante : si Y est orthogonale a Im A, alors
||AT.Y\|2 =ATY)TATY=YTA(AT.Y)= (YIAAT.Y)) =0
puisque A(AT.Y) € Im A. On en déduit que AT.Y = 0, c’est-a-dire Y € Ker AT.
On a démontré par double inclusion que
KerA.AT =KerA"T = (ImA)*.

@ Sila colonne Y appartient a ImA.A T, alors il existe une colonne X telle
queY =(A.AT).X=A.(AT.X) € ImA. Ainsi,

ImA.AT CImA.
D’apres la question précédente,
dimImA.A" =n —dimKerA.A" (Théoréme du rang)

=n—(n—dimImA)
(dimension du supplémentaire orthogonal)

=dimImA

donc
ImAAT =ImA

(inclusion et égalité des dimensions).



