Chapitre 15 - Espaces euclidiens 2 — [41]

5’il existe une base % de E constituée de vecteurs propres a la fois pour
f et pour g, alors les deux matrices Matz(f) et Matz(g) sont diagonales. Or
deux matrices diagonales commutent, donc f et g commutent.
Réciproquement, on suppose que f et g commutent. Par conséquent, tout
sous-espace propre Ef = Ker(f —AIg) de f est aussi un sous-espace stable par
g. Il existe donc un endomorphisme g € L(EY) induit par restriction au sous-
espace propre EX.

Tout vecteur propre de g, appartient par construction au sous-espace
propre Ef et, par définition des vecteurs propres, distinct du vecteur nul. Il
s’agit donc d’un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

Comme g est auto-adjoint, tous les endomorphismes gy sont également
auto-adjoints et, d’apres le Théoréme spectral, chaque sous-espace propre E{
admet une base orthonormée %, constituée de vecteurs propres pour g,. Les
vecteurs de %, sont des vecteurs propres de g (puisque gx est induit par res-
triction de g) et aussi de f (comme on vient de le voir).

Comme f est auto-adjoint, les sous-espaces propres de f définissent une
décomposition de E en somme directe orthogonale :
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et par conséquent, en concaténant les familles %,, on obtient une base ortho-
normée % de E.

Comme on l'a vu, les vecteurs de cette base % sont des vecteurs propres
aussi bien pour f que pour g.



