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- On ne vérifie pas qu’il s’agit bien d’un produit scalaire, mais il faut savoir le
faire sans hésiter.

§ Pour 0 6 i, j 6 n,

(Xi |Xj ) =

∫1
0

ti+j dt =
1

i+ j+ 1
.

§ Comme toutes les matrices de Gram, la matrice H est symétrique réelle,
donc elle est diagonalisable.

§ Soit U ∈ Mn+1,1(R), la colonne canoniquement associée à (a0, . . . , an).
Alors
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dt.

§ Par positivité de l’intégrale, on a donc montré que la matrice symétrique
H était positive :

∀ U ∈ Mn+1,1(R), U>.H.U > 0.

De plus, si U>.H.U = 0, alors ∥∥∥∥ n∑
i=0

aiX
i

∥∥∥∥2 = 0

donc le polynôme
n∑

i=0

aiX
i

est le polynôme nul et par conséquent

∀ 0 6 i 6 n, ai = 0

c’est-à-dire U = 0. Donc H ∈ S++
n (R) et d’après la caractérisation spectrale

des matrices définies positives, ses valeurs propres sont toutes strictement po-
sitives.


