Chapitre 15 - Espaces euclidiens 2 — [81]

Soit S € S7*(R). D’apres le Théoreme spectral, il existe une matrice
orthogonale Q telle que Q ".S.Q soit diagonale et les valeurs propres de S sont
strictement positives. Il existe donc des réels ay, ..., a, strictement positifs tels
que

Q'.S.Q = Diag(ay,...,an)?

c’est-a-dire
S= [Q.Diag(cu,...,an)].[Diag(a1,...,an)T.QT] =PPT

en posant P = Q.Diag(ay,...,an), qui est inversible en tant que produit de
deux matrices inversibles.
@ Réciproquement, si P est inversible, alors la matrice S = P.PT est symé-
trique :
ST=rPPHT =P PT=PPT =S

et pour toute colonne X,
XT.8.X = (P.X)T.(P.X) = |[PX||* > 0.

En outre, si X".S.X = 0, alors ||PX|| = 0, donc PX = 0 et comme la matrice P
est inversible, alors X = 0.

Ainsi, la matrice P.PT est symétrique définie positive, quelle que soit la
matrice inversible P.
D’apres la question précédente,

ST=PP'.T=PP .T(PP')=P(P".T.P).P"'

donc S.T est semblable a la matrice P'T.T.P, qui est une matrice symétrique
réelle :
(PT.TP)T =PT.TT.(PH)T =P".TP

puisque T € Sn(R).

D’apres le Théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est dia-
gonalisable. Comme S.T est semblable & une matrice diagonalisable, elle est
elle-méme diagonalisable.

# A moins que S et T ne commutent, la matrice S.T n’est pas symétrique! Les
matrices symétriques réelles ne sont pas les seules matrices diagonalisables...

Sila matrice A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible Q
et une matrice diagonale A telles que

A=Q.A.Q ", C(estadire A=Q 'A.Q.
Par conséquent, comme A est symétrique (elle est diagonale!),

AT=(QAQNT=(QN"AQT=(Q N".QAQ.Q".

Enposant S = Q.Q, on définit une matrice symétrique définie positive, dont
I'inverse est égal a

QQNH'=@N Q=@ "H".QT,
ce qui prouve que AT = S~T.A.S.

#v ]l faut savoir qu'une matrice Q est inversible si, et seulement si, sa transposée
est inversible et que, le cas échéant,

Q@D T=@""
puisque
QLN =Q QY T=L=0QQ "N =@Q"".Q".

On ne doit pas perdre de temps a vérifier cette propriété a chaque fois qu’on doit s’en
servir!



@ Réciproquement, sil existe une matrice S € S;i"(IR) telle que
AT =STA.S,
alors il existe une matrice inversible P telle que S = P.P" et
AT =PPHTAMPP) =P . (PLAP).PT,
donc
P1TAP=PTAT. P T=(PTAPT.

Cela prouve que la matrice P~'.A.P est symétrique réelle. D’apres le Théo-
réme spectral, cette matrice est semblable a une matrice diagonale et par tran-
sitivité, la matrice A est elle aussi semblable & une matrice diagonale.

# On a ainsi caractérisé les matrices diagonalisables : la matrice A est diagonali-
sable si, et seulement si, il existe une matrice S € S+ (R) telle que AT =S TAS.
Cela dit, ce critére ne me parait pas d'une utilité pratique particuliere!



