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ANNEE SCOLAIRE 2022/2023

MP

Composition de Mathématiques
Le ler mars 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Extraits des rapports du jury

Les candidats doivent préter attention a la présenta-
tion de leurs raisonnements avec une rédaction précise.

Lorsqu’'un candidat souhaite utiliser un résultat du
cours, il se doit de citer et de vérifier soigneusement toutes
ses hypotheéses. 1

De plus, il est important de choisir une présentation
claire (avec une liste numérotée par exemple) pour les
théorémes comportant de nombreuses hypotheses a véri-
fier (comme le théoreme de dérivation d’une intégrale a
parametre par exemple).

Pour utiliser la formule des probabilités totales, il est
nécessaire de citer le systéme complet d’événements uti-
lisé. 1

De méme, si un candidat souhaite utiliser le résultat
d’une question précédente, il se doit de l'indiquer en ci-
tant le numéro de la question.

Eviter d’essayer d’escroquer les correcteurs en « trafi-
quant les calculs »; ceci indisposerait fortement le correc-
teur.

Chaque hypothése d"une question doit étre utilisée et
le candidat doit écrire sur sa copie a quel moment cette
hypothése est utile. 1

Certaines réponses peuvent tenir en une ou deux
lignes.

Citer TOUS les théoremes utilisés et rappeler sur le
moment toutes les hypotheses utiles méme si elles figurent
quelques lignes plus haut ou a la question précédente. 1

Prendre le temps de bien comprendre la question
avant de répondre.
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< | — Probléeme <&

Dans ce probléme, on note €, un espace euclidien de dimen-
sion supérieure ou égale a 2, dont le produit scalaire est noté
(-1-). La norme qui apparait est la norme associée a ce pro-
duit scalaire :

VxeE, |xl]l=+(x|x).
On dira qu'un endomorphisme w de E est une similitude
lorsqu’il existe un réel k > 0 tel que

VxeE, [ut)] = Kixl.

Le réel k est le rapport de la similitude.

L’ensemble des similitudes de £ sera noté Sim(E).

L’objectif de ce probleme est de caractériser les similitudes de
I'espace E.

Partie A. Premiéres propriétés
1. Soitu € Sim(E).
1.a. Expliquer pourquoi le rapport de la similitude u est
bien défini.
1.b. Démontrer que l'application linéaire u est continue
et que [[[ul|| est égale au rapport de la similitude.
2. Dans cette question, 'espace E est 'espace R? muni de
sa structure euclidienne canonique.

Soit uw € L(E), 'endomorphisme représenté dans la
base canonique de R? par la matrice

A= (4 3)

2.a. Démontrer que u est une similitude. Préciser son
rapport.
2.b.  On considere les trois vecteurs

M = (2) 1 ))

N=(41) et P=(42),

ainsi que les trois vecteurs

M’ =u(M), N’'=u(N) et P’ =u(P).
Représenter les triangles MNP et M'N’P’ et comparer
leurs aires.

3. Démontrer que toute similitude de E est un automor-
phisme de E et établir que Sim(E) est un groupe pour le
produit de composition o.

4. Soient u, un endomorphisme de E; %, une base or-
thonormée de E et A, la matrice de u relative a cette base
orthonormée.

4.a. Démontrer que u est une isométrie si, et seulement
si, AT.A =1,.

4.b. On suppose que u est une similitude de rapport k.
Que dire de la matrice A?

5. Dans cette question, 'espace euclidien E est 1’espace R3
muni de sa structure euclidienne canonique et on consi-
dere la matrice

2 2 1
A=[-2 1 2
1 =2 2

5.a. Démontrer que 'endomorphisme u représenté par
la matrice A dans la base canonique est une similitude
dont on donnera le rapport. En déduire la matrice A~".
5.b. Vérifier que

VfeO(E), u'ofoue O(F).

On rappelle que la sphére unité de E est 'ensemble des vec-
teurs x € E tels que ||x|| = 1. Plus généralement, une partie
Xde E est une spheére de centre a si, et seulement si, il existe
un réel v > 0O tel que

VxeEl xeX & |x—a||=r
6. Soit u € L(E). On suppose que l'image par u de la

sphere unité de E est une sphere X de centre 0. Démon-
trer que u est une similitude de E.

Partie B. Caractérisations

7. Soitu € L(E). Démontrer que u est une similitude si,
et seulement si, il existe une homothétie o I¢ (avec & € R*)
et une isométrie f telles que

u=" o (alg).

8. Factoriser la matrice

A= 3)

comme produit d’'une homothétie et d’une isométrie
plane. Préciser la nature géométrique de cette isométrie.
9. Soitu e L(E).

9.a. Démontrer que

2 2
_ I yll” = lx =yl

Vx,yek (xly)= 7

9.b. Endéduire que u est une similitude de rapport k si,
et seulement si,

(u(x)uly)) =k (x|y).

On dit qu’un endomorphisme uw € L(E) conserve I'ortho-
gonalité lorsque

vx,y € E,

Vxy€eE (x|ly) =0 = (ulx)|uly)) =0.

10. Démontrer que toute similitude conserve 1’orthogo-
nalité.
11. Réciproquement, soit u € L(E), un automorphisme
qui conserve l'orthogonalité. On considére une base ortho-
normée

%o = (61,...,€n)

de E.
11.a. Démontrer que
V1<ij<n, (eit+ejlei—ey) =0
puis que
VI<ij<n,  ule)| = ||ule)]-

11.b. Ennotant k, la valeur commune a tous les ||u(ei)]],

démontrer que
Vi<i<n, |jule)]| =kl

puis que u est une similitude de rapport k.
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<& Il — Probléme <

Soit (b,r) € N* x IN*. On dispose d’une urne contenant
initialement b boules blanches et v boules rouges et on pro-
cede a des tirages successifs dans cette urne en respectant le
protocole suivant :

— si on a tiré une boule blanche, on la replace dans
l'urne et on ajoute une boule blanche supplémen-
taire;

— sion a tiré une boule rouge, on la replace dans I'urne
et on ajoute une boule rouge supplémentaire.

L'objet de ce probleme est de calculer la probabilité de tirer
une boule blanche lors du n-iéme tirage, puis de calculer
la loi du nombre (aléatoire) de boules blanches se trouvant
dans 'urne a l'issue du n-ieme tirage dans le cas particulier
b=r=1.

Pour cela, on admet qu’il existe un espace probabilisé
(Q, A, P) sur lequel sont définies des variables aléatoires
(Xn)n>1 et (Sn)nen telles que :

— pour tout n € IN*, la variable aléatoire Xy, suit
une loi de Bernoulli et on interprete I'évenement
Xy, = 1] par le fait de tirer une boule blanche lors
du n-ieme tirage;

— on pose

VweQQ, So(w)=Db

et, pour tout n € IN¥,
n
Vwe, Sp(w)=b+) Xc(w).
k=1

On suppose que

et que, pour tout entier k tel que P(S, = k) >0,

k

P :] = - .
(Xnt1 | Sn=Kk) brron

Partie A. Préliminaires

1. Déterminer la loi de X;. Expliquer le modele choisi.
2. Démontrer que la variable S,, est égale au nombre de
boules blanches présentes dans I'urne au moment de pro-
céder au n-ieme tirage. Quelles sont les valeurs possibles
pour la variable aléatoire Sy, ?

3. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant 1’éve-
nement [X; = 1]. En déduire la loi de X5.

Partie B. Loi de X,,

On admet que

Vke[b,b+nl, P(Sy=k) >0.

4. AVaide dela formule des probabilités totales, démon-
trer que
E(Sn)

PXni1=1) = brron

5. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, le

parametre de la variable aléatoire X,, est égal a

b
b+’

p:

Partie C. Loi de S,

I Onsupposeiciqueb =r=1.

6. Exprimer l'événement [S, = 1] a l'aide des évene-
ments [Xx = 0] pour 1 <k < n.

7. Démontrer que

1
PS,=1)=——
(5 ) n+1
8. Démontrer que, de méme,
P(S —n+1)——]
A Tn4 1

9. SoientT <k<n+2etl <{f<n+ 1. Ensupposant
que P(S,, =1{) > 0, calculer la probabilité conditionnelle

P(Sn+1 =k ‘ Sn= B)

dans chacun des trois cas suivants :
9.a. pourl ¢ {k—1;k};

9.b. pourl=k—1;

9.c. pourl=xk.

10. Démontrer que

k)fk—_]P(Sn:k

B n+2-—%k
n+2

P(Sn+1 = nt2

-1+ P(Sn =%)
pour toutentier 2 < k <n+ 1.
11. Démontrer par récurrence que Sy, suit la loi uniforme

sur [1,n + 1].
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Soit A € Sn(R). On rappelle que les valeurs propres de A
sont toutes positives si, et seulement si,
VX €My 1(R), XT.AX>0.

On note dans ce cas : A € S (R).

Partie A. Exponentielle d’'une matrice symétrique
1. Soient a et b, deux réels. On consideére les matrices
a b b 1 11
A=1|b a b et J=1(1 11
b b a 1T 1 1
1.a. Donner, sans démonstration, les valeurs propres de

J. En déduire les valeurs propres de A en remarquant que
A = (a—Db)l3 +Db]J.
1.b. Démontrer que A € S5 (R) si, et seulement si,

a+2b>0 et a>hb.

1.c.  Calculer J* pour tout k € N. En déduire la matrice
exp(A) sous la forme d"un polynéme en J.
15 On rappelle que, si les matrices M et N commutent, alors

exp(M + N) = exp(M) - exp(N).

1.d. En déduire que exp(A) € S5 (R).
15 On exprimera les valeurs propres de exp(A) en fonction des
valeurs propres de ].

Partie B. Produit de Hadamard
Le produit de Hadamard de deux matrices réelles

A =(aijlicij<n e B =(bijlicij<n

est défini par
A xB = (ai;bij)i<ij<n.
Pour tout entier p > 2, on notera

AP =AxAx---xA. (p fois)
Par convention, A*© est la matrice de 9. (RR) dont tous les
coefficients sont égaux i 1 et A*! = A.

® Pour toute matrice réelle A = (aij)1<i,j<n, 0N pose éga-
lement

E(A) = (e®) € My (R).

1<i,j<n

¥ Le produit de Hadamard correspond au produit des ta-
bleaux numpy et la matrice E(A) est le résultat obtenu en
appliquant la fonction numpy . exp au tableau numpy A.

© Chaque matrice U € My (R) sera identifiée a son unique
coefficient.

® L'objet de ce probleme est de démontrer que, quelle que
soit la matrice A € S;(R), la matrice E(A) est éqalement
symétrique et positive.

2. On suppose dans cette question seulement que

Démontrer que E(A) € S5 (R).
3. Soient A et B, deux matrices symétriques positives.
3.a. Démontrer que

Vo, eRy, oA+BBeS(R).

3.b. Le produit AB appartient-il nécessairement a
Sn(R)?

4. Soit A € S} (R). Démontrer qu’il existe une matrice
R € SF(R) telle que

A = R2.

5. Soient A = (a;j) et B = (b;;), deux matrices de
Si(R). D’apres la question [4.], il existe deux matrices

U=(uj) et V=(v)
dans S;; (R) telles que
A=U? et B=V2

Ennotant A * B = (c;,j), démontrer que

n n
VI<ij<sn, ¢y = (Z uk,iuk,j) (Z W,iW,j)-
k=1 =1
En déduire que
A+BeSiH(R).

6. Soit A € M, (R). Pour tout entier N € NN, on pose

AR
Tn=) —A™.
p=0 P

Démontrer que la suite de matrices (Tn)nen est conver-
gente et identifier sa limite.

par passage a la limite : si Ay € X pour tout N € N et si la

Une partie X de M (R) est dite fermée lorsqu’elle est stable
suite (An)Nnen converge vers la matrice L, alors L € X.

7.  Démontrer que S;(R) est une partie fermée de
Mn (R). En déduire que

VAeS, (R), E(A)eS(R).
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Solution |  # Similitudes
Partie A. Premiéres propriétés
1.a. Comme dimE > 2, le sous-espace E n’est pas ré-

duit au vecteur nul. Par conséquent, il existe au moins un
vecteur unitaire x¢ et, par définition d"une similitude,

[[wixo)|| = K lIxoll = k.

5’1l existe, le rapport k ne peut donc prendre qu’une seule
valeur : il est donc bien défini.
1.b. Par définition,

Vx € E, Hu(x)” < kx|l

donc I'application linéaire u est bien continue et ||[uf|| < k.
D’apres la question précédente, pour tout vecteur x
unitaire,

hute)]| =%
donc
llulll = sup |lu(x)|| = k.
lIxll=1
2.a. Soitx € E. Dans la base canonique, les vecteurs x et

u(x) sont représentés par les colonnes

u u+2v
K= (1) e axe (52,
Comme la base canonique est orthonormée, on en déduit
que

x| = XT.X = u? ++?

[u)||> = (AX)T.(AX) = (w4 2v)? + (—2u+v)?
=5(u? +v?)
donc
VxeE, |ux)|=v5x].

2.b. On trouve

M’ = (4a _3)) N’ = (6) _7)3 P/ = (8a _6)

NB : Les calculs qui suivent reposent sur le fait que
la base choisie pour calculer les coordonnées est une base
orthonormée.

I1 est clair que le triangle MNP est rectangle en N,
donc son aire est égale a

MN-NP _2x1
2 2

Le triangle M'N’P’ est également rectangle en N’, puisque

(M'N'IN'P') = (2 —4) (f) o,

donc l'aire de M'N’P’ est égale a

M/N’ NP’ 2v/5x /5
2 B 2
3. Soitx € E.Siu(x) = Og, alors

=5.

Kx[ = llu(x)[| =0

et comme k > 0 par hypothése, on en déduit que ||x|| =0
et donc que x = Og. On a ainsi démontré que 1'endomor-
phisme u était injectif (son noyau est réduit au vecteur nul
de E).

Or E est un espace vectoriel de dimension finie et u est
un endomorphisme de E. D’apres le Théoreme du rang, u
est un automorphisme de E.

& En d’autres termes,

Sim(E) € GL(E).

On sait que GL(E) est un groupe pour o. Il reste donc a vé-
rifier que Sim(E) contient I’élément neutre; que Sim(E) est
stable par o et que l'inverse de toute similitude est encore
une similitude.

Il est clair que Ig, élément neutre de GL(E), appartient
a Sim(E) : c’est un endomorphisme de E et

Vx ek [Te()l =[x =TIx],

donc Ig est une similitude (de rapport 1).
Soient u et v, deux similitudes, de rapports respectifs

ki et k,. La composée 1 o v est encore un endomorphisme
de E et

Vx€E, [wov)x)| = |u(v)| =k |vx)|

= k] .kz HXH

donc (u o v) est une similitude (de rapport k1k, > 0).

Enfin, si u € Sim(E), alors on sait que u est un auto-
morphisme de E. Par conséquent, pour tout x € E, il existe
un, et un seul, vecteur y = u~' (x) tel que u(y) = x. On a
donc

IPell = [[uty)|| =% [yl
c’est-a-dire |
1 o _ !
" 6ol = ol = . Il
Comme le facteur !/ est strictement positif et indépendant

de x € E, on en déduit que u~ ! est une similitude (de rap-

port /).
Ainsi, Sim(E) est un sous-groupe de GL(E) et donc un
groupe pour la loi o.
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4.a. C’estune question de cours!

Le plus difficile est de trouver le point de départ qui permet
de produire la démonstration aussi courte que possible (il ne
s’agit pas de redémontrer tout le cours sur les isométries),
tout en ayant un réel contenu (il ne suffit pas de mentionner
qu’on sait bien qu’il s’agit d'un résultat du cours).

En cas de doute, le plus sage est encore de s’abstenir, car il y
a siirement plus de temps a perdre que de points a gagner sur
une telle question.

@ On sait que u € L(E) est une isométrie de E si, et
seulement si,

Vx,yek, (ux)|uly)) = (xly).

Comme la base choisie 4 est une base orthonormée de E,
cette identité se traduit matriciellement par

YX, Y €My (R), (AX)T.(AY)=XT.Y
c’est-a-dire
VX, Y €My (R), X'.(AT.ALY=X".Y.
En particulier,
V1<ij<n, E.(AT.ALE =E.F =5

(les Ex représentent les vecteurs de la base canonique de
M1 (R)) et donc
ATA=1,.

Réciproquement, si AT.A =1, alors il est clair que

VX, Y €My (R), X' .(AT.ALY=X".Y.

Donc u est une isométrie si, et seulement si, la matrice
A (qui représente u dans une base orthonormée de E) est
une matrice orthogonale.
4.b. Si u est une similitude de rapport k > 0, alors
(1/k) - u est une isométrie :

1 1
vxeE |eu)| = klxl =,

donc la matrice de (1/4) - u (relative a la base orthonormée
%) est une matrice orthogonale :

() ) -1

AT A=Kk 1,.

et donc

5.a. Soit x = (u,v,w) € E. En représentant le vecteur
x par la colonne X dans la base canonique de R?, on re-
présente le vecteur u(x) par la colonne AX et comme la
base canonique de R? est une base orthonormée pour le
produit scalaire considéré,

2
"=

[u(x) (AX)T.(AX) =XT.(AT.A).X.

Or, on vérifie facilement que AT.A =913, donc

[ux)|]> =9 - XT.X = 9x|)?

(@ nouveau parce qu’on effectue les calculs dans une base
orthonormée) et donc

Vx e R3, [uGa) || =3 (x|

L’endomorphisme u est bien une similitude, dont le rap-
port est égal a 3.
@ On aremarqué que A'.A = 913, donc

ATT=gAT=5(2 1 2
1 2 2

5.b.

Cette question n’a aucun lien particulier avec la question
précédente : je vais donc considérer que u est une similitude
quelconque de rapport k > 0.

D’apres [3.], 'endomorphisme u~! est une similitude
de rapport '/k, donc, pour tout vecteur x € E,

T o fowal = ¢ (Fow)x)| 3]
= %Hu(x) I (f est une isométrie)
= ]E -k |Ix]]  (uestune similitude)
= [Il

donc I'endomorphisme (u~ " ofou) est bien une isométrie.
6. Soit 1, le rayon de la sphére X. On a donc
Vivl=1, Ju@l=r=r]yl.

Pour tout vecteur x non nul de E, le vecteur y =
unitaire, donc
X o qpu(x)
(re) =I5
)l

[[ulx

X

X

est
[l

= Hu (linéarité de u)
u

(homogénéité de la norme)

et donc
[u()[| =7 [Ix]|.

Cette propriété est évidemment vraie aussi pour x = Og,
donc u est bien une similitude, dont le rapport est égal a r.
Partie B.
7. Siu=fo(alg), alors pour tout x € E,

Caractérisations

) = [|fleo) |
= ||t ()| (linéarité de f)
= «f/f(x)|| (homogénéité de la norme et & > 0)
= o] x| (f isométrie)

donc u est bien une similitude et son rapport est égal a
o> 0.

a Réciproquement, si u est une similitude de rapport
k > 0, alors [4.b.]

est une isométrie et
u=o-f="Ffo(alg)

avec x = k > 0.
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8. D’apreés[2.a.] et la question précédente,

112
Vi \—2 1)°

@ Comme det M = +1, la matrice orthogonale M repré-
sente une rotation.

9.a. Le résultat découle immédiatement de la relation
bien connue :

A=v5-M ou M=

eyl = Ix* £ 2(xly) + [lull*.
9.b. S'il existe un réel k > 0 tel que
Vx,y el  (ux)luly)) =k*(x]y)
alors en particulier
2
vx ek, [lu)|’=Kx|*

Comme k > 0 et que les normes sont positives,

Vx € E, Hu(x)” = kx|

donc u est bien une similitude de rapport k.
@ Réciproquement, si u est une similitude de rapport
k > 0, alors

2 2
Vx,y ek, [julx) £uly)]|” = [|ulx £y)|
= 2|x £ yl|?
et on déduit de [9.a.] que
Vx,y €E,  (ux)|uly)) =k*(x]y).

REMARQUE.— La propriété [9.a.] est inutile, il suffit de sa-
voir son cours sur les isométries et d’utiliser la remarque
déja faite en [4.a.] et en [7.].

10. D’apres la question précédente, si u est une similitude
de rapportketsi (x|y) =0, alors

(ux)luly)) =k*{xly) =

Donc u conserve I'orthogonalité.
11.a. Soient 1 < i,j < n. Par bilinéarité du produit sca-
laire,
2 2
(eitejlei—e) =|leif|” —[gl"=1—-1=0.

@ Comme u est linéaire et conserve 'orthogonalité, on
en déduit que

0= (ule;+¢)lule
= (ufe u(e;))

et par bilinéarité du produit scalaire a nouveau, on en dé-
duit que

i_ej)>
i) +uley) uley) —

= |lu(e;)]|.

11.b. Ce qui précede montre que les normes ||u(e;)|| sont
toutes égales (elles sont toutes positives). Comme u est un
automorphisme, en particulier u est injectif, donc les vec-
teurs e; (unitaires, donc non nuls) n’appartiennent pas au
noyau de u. Il existe donc un réel k > 0 tel que

Vi<k<n, |u(e)]|=k=kx1=k]e

puisque les vecteurs e; sont unitaires.
@ Soit x € E. Comme la base %, est une base orthonor-
mée, on sait que

mn n
Z eilx) e et u(x Z
i=1

i=1

(ei|x)

(par linéarité de u). Donc

et
Vx ek, ulxlf =klx]
puisque k > 0. Cela prouve que u est une similitude de
rapport k.
Solution I % Urnes de Pdlya
Partie A. Préliminaires

1. D’apres I'énoncé, la variable aléatoire X; suit une loi
de Bernoulli, donc la loi de X est caractérisée par

(énoncé)

:b—i—r

puisque [X; =0] = [X; =
de Bernoulli).

@ On cherche a savoir si la boule tirée est blanche ou
non : une telle alternative ne peut étre modélisée que par
une variable aléatoire de Bernoulli.

Le parametre de cette loi est ici égal a la proportion
de boules blanches initialement présentes dans 1'urne, ce
qui signifie qu’on a fait I'hypothese que toutes les boules
avaient la méme chance d’étre tirées (hypotheése d’équiproba-
bilité).

2. Soitw € Q.

Par hypothése, So(w) = b est bien le nombre de
boules blanches initialement présentes dans 1'urne.

Si, pour un certain entier n € N*, I’entier S, (w) est
le nombre de boules blanches présentes au moment du n-
ieme tirage, alors

¢ (pour toute variable aléatoire

Snit(w) =Sh(w) + Xn(w)

(on a tiré une boule rouge)
(on a tiré une boule blanche).

Or, d’apres I'énoncé, si on tire une boule rouge (resp. une
boule blanche), alors le nombre de boules blanches ne
change pas (resp. on a retiré une boule blanche et on en
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a remis deux, donc le nombre de boules blanches a aug-
menté d'une unité).
On a démontré par récurrence que, pour tout n €

N, l'entier S, (w) était bien égal au nombre de boules
blanches dans 1'urne au moment de procéder au n-ieme
tirage.

@ Puisque les variables aléatoires Xy suivent une loi de
Bernoulli,

Vi<k<n, 0<Xg(w)<T,
donc
0< ) Xlw)<n
k=1
et donc

b<Sh(w)<b+n.

L’ensemble des valeurs possibles pour S, est donc
[b,b +nl.

3. Comme P(X; = 1) > 0, la loi conditionnelle sachant
[X7 = 1] est bien définie.

@ Comme X; : Q — {0;1}, 1a loi de X5 est une loi de
Bernoulli aussi bien pour la mesure P que pour la mesure
P(x, -1}, seul le parametre de cette loi (c’est-a-dire la pro-
babilité de [X, = 1]) peut changer.

@ Comme [X; =1]=[S7=b+1],

PX2=1[X3=1)=P(Xa=1[S1=b+1)
b+
b1+

Sous la mesure conditionnelle Px, _1}, la variable aléatoire
X2 suit donc la loi de Bernoulli de parametre

b+1
b+r+1°

@ De méme, comme [X; = 0] = [S; =],

b
PXo=1|Xy=0)=P(X, =1 =b)=———.
(X2 | X1 =0) (X2 | Sy ) T

On peut alors appliquer la Formule des probabilités to-
tales :

1
PXa=1)=) P(Xa=1|Xi =Kk)P(X; =k)
k=0

B b+r b n b T
T b+4r+1 b4+r b4+r+1 b+r
b(b+r+1) b

b+nb+r+1) b+t

On en déduit que, sous la mesure P, les variables aléatoires
X1 et X; suivent la méme loi : la loi de Bernoulli de para-
metre b/(p + r).

Partie B. Loi de X,,
4. Dr’apres[2.], la famille

([Sn = k])b<k<b+n

est un systéme complet d’évenements et, d’apres I'énoncé,
aucun de ces événements n’est négligeable.

D’apres la Formule des probabilités totales et I'ex-
pression des probabilités conditionnelles données par
I’énoncé,

b+n
PXni1=1=) PXn1=11Sy=K)P(Sn=¥%)
k=b
b+n k
:Zb+r+n (Sn =k
k=b
b+n
1 E(Sn)
=— kP(Sh =k) = ———.
b+r+nk§b (5 ) b+r+n

5. Onsait [3.] que X; et X, suivent toutes les deux la loi
de Bernoulli de parametre p.

Supposons que, pour un entier n > 2, toutes les va-
riables aléatoires X1, ..., X, suivent la loi de Bernoulli de
parametre p.

On sait déja [1.] que X;,41 suit une loi de Bernoulli.

Par linéarité de I'espérance,

n

b
(Sn) =b+ 3 EXW) =bnp= o (b

et, de méme,
E(Sn+1) = E(Sn) + E(Xn—H )
On déduit alors de [4.] que

b+r+n+1
E(Sn+1) = E(Sn) : m
b

On en déduit que Xy 11 suit la loi de Bernoulli de para-
metre

- b
b+t

E(Xn+1) = E(Snv1) —E(Sn) =P

et on a démontré (par récurrence "forte") que toutes les va-
riables aléatoires Xy suivaient la loi de Bernoulli de para-
metre p.

Partie C. Loi de S,

6. Comme les variables aléatoires Xy sont positives et
queb =1,

c’est-a-dire
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Chagque tirage modifie la composition de I'urne, donc on se
doute que les variables aléatoires Xy ne sont pas indépen-
dantes. On a donc écrit I'évenement [S,, = 1] comme une
intersection d’évenements qui ne sont pas indépendants, le
calcul de sa probabilité ne sera pas une simple routine !

7. D’apréslénoncé,

1

P(Sy = -
(So 0+ 1

=1

HR : supposons qu’il existe un entier n € IN* tel que

1
P(Sn1=1)=—.

3

D’apres [6.],

puisque

P(ano‘snfl:]):1_P(Xn:]|snf1:1)
1 n

:]_2+(n—1):n+1'

8. Comme les variables aléatoires Xy sont toutes majo-
rées par 1,

Sp=n+1=Xe=T=Xn=1N[Sx 1 =7
k=1

donc, comme au [7.],

PShn=n+1)=PX,y=1[Sn1=n)P(Sy, 1 =n)
n
= n——{—] P(Sn71 —n).

On en déduit par récurrence, comme au [7.], que

P(Sh=n+1) = L

vneN, —

9. Comme S, 11 =Sn + Xnt1,

P(Sni1 =k, Sn = 0)
P(Sn =)
P(Xni1 =k—0Sn =0
P(S. =0
=P(Xnst1 =k—0|Sy =0).

P(Sn+1 :k|sn :6) =

9.a. Comme les valeurs possibles de X;,+1 sont 0 et 1
(sous quelque mesure de probabilité que ce soit, P ou une
autre), si k — £ ¢ {0; 1}, c'est-a-dire si £ ¢ {k — 1;k}, alors

PXns1=k—0[Sn=0=0

et donc
P(Shi1=k]|Sa=1¢) =0.

9.b. Pourl{=k—1,onak—{ =1eton déduitdel’énoncé
que

{
P n = n = :P n = n = = —
(Sny1=k[Sn =10 (Xnt1 =118 =10 ——
puisqueb+r=1+1=2
9.c. Deméme, pour { =k,
P(Sn+1:k‘sn:m:P(XnJr]:(”Sn:u
=1—-PXn1 =18, =40
n+2—4¢
n+2

10. Comme b = 1, on déduit de [2.] que la famille

([S“ = k])1<k<n+1

est un systéme complet d’évenements. On déduit alors de
la Formule des probabilités totales que

n+1
P(Sni1 =k =) P(Sny1=k|Su=0P(Sp =10
=1
k
= ) P(Sni=kISa=0P(Sy =1
{=k—1
[9.a.]
k— 1
=~ P(S,=k—1 b.
5 PSn=k=1) [9.b.]
n+2—k
— 5 PSn =K. [9.c.]

11. Comme Sy est constante, égale a 1, elle suit la loi uni-
forme sur [1,0 + 1].

Supposons que, pour un certain n € N, la variable
aléatoire S,, suive la loi uniforme sur [1,n + 1].

D’apres [7.] et [8.],

1
P(Sp i1 =1)=P(Sp.q = 2= —
(Sna ) (Shi1=n+2) nt2

et d’apres [10.], pour tout entier2 < k <n +1,

k—1
n+2
1

n+2

n+2—k) 1

P(Sni1 =1 = ( ) T

On a ainsi démontré par récurrence que, pour tout entier
n € N, la variable aléatoire S,, suivait la loi uniforme dis-
crete sur

,n +11.
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Solution Il % Produit de Hadamard

Partie A.

1.a. La matrice ] est bien connue et ses valeurs propres
sont 0 (valeur propre double) et 3 (valeur propre simple).
Pour tout polynome P, les valeurs propres de P(])
sont donc P(0) et P(3).
En particulier, les valeurs propres de A sont

Exponentielle d’'une matrice symétrique

(a—b) et (a—b)+3b=a+2b.

1.b. Ilestclair que A € S3(R). D’apres [1.a.], les valeurs
propres de A sont positives si, et seulement si, a +2b > 0
et (a—b) >0, donc

a+2b>0

A €S (R) & {a>b

1.c. Comme J? = 3], on peut démontrer par récurrence

que
-

Attention! cette formule est fausse pour k = 0, puisque

=31

1
=1 #3J.
@ ['énoncé nous a indiqué que

A=(a—Db)l3+ D]

et les deux matrices (a—b)I3 et b] commutent (puisque les
homothéties commutent a toutes les matrices). Par consé-
quent,

-exp(b]).

L’exponentielle d’'une homothétie est encore une homo-
thétie (cours!) :

exp(A) = expl(a — b)I3]

exp[(a —b)I3] = e ;.

D’apres les calculs qui précedent,
Vk=>1,

(b))* =b*3%"]

donc (en faisant bien attention au terme en k = 0, qui doit
étre traité a part)

+oo k
exp(b]) =13 + Z k'
1 “+oo
=L (3 Z k! )]
k=1
e3b 1
=13+ 3 J.
On en déduit que
e3b —1
exp(A) = et ® (13 + 3 ])
ea+2b _ ea—b
__ ,a bI3 4 3 ]

1l me parait plus pertinent d’écrire

_b(Is—%'I) +ea+2b-l

3'])

exp(A) =e“

puisque cette décomposition de exp(A)
deux valeurs propres

fait apparaitre les

a—b

e et e(1—5—2‘b

et les deux projecteurs spectraux associés

1 1
13—51 et g].

1.d. Comme | est symétrique réelle et que exp(A) est
un polyndme en J, il est clair que exp(A) est une matrice
symétrique réelle. Comme en [1.b.], on peut déduire les
valeurs propres de exp(A) des valeurs propres de ] :

a—b

ec1+2b
.3 = eaJer

—e
3

Comme les valeurs propres de A € S3(IR) sont toutes stric-
tement positives, on en déduit que A € S (R).

ev P et e by

Partie B. Produit de Hadamard
2. Par définition,
et e b
E(A)=|ed e® eP
e? eb e¢
= (e® —e")I3 +e?J.

Il est clair que la matrice E(A) est symétrique réelle.

D’apres [1.b.], la matrice E(A) est positive si, et seule-
ment si,

e“+2e° >0 et et >=e’

(on substitue e® a a et e® a b). La premiere condition est
évidemment remplie. Comme on suppose ici que A €
S5 (R), alors on sait que a > b [1.b.] et donc, comme la
fonction exp est croissante, e® > eb.

On a ainsi démontré sur un cas particulier que : si
A € 85 (R), alors E(A) € S5 (R).
3.a. Comme les matrices A et B sont symétriques, il est
clair que

aA+ BB € Sp(R).

Comme les matrices symétriques A et B sont positives,
alors

VXeEM(R), X".AX>0 et X'.B.X>0.

Comme les réels « et 3 sont positifs, on en déduit que

XT.(¢A 4 BB).X = aXT.AX+BXT.B.X

>0

donc A + BB € S,/ (R).
3.b. Ilestclair que

10
A:(O 2)682’(11{)

(la matrice est symétrique et ses valeurs propres sont po-
sitives).
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2= (6 )

est clairement symétrique réelle. D’apres le Théoreme
spectral, elle est diagonalisable.

Si detB = ac — b2 > 0, alors ses deux valeurs
propres (réelles) sont de méme signe. Il suffit alors que
tr B = a+c = 0 pour étre stir que les deux valeurs propres
de B sont positives. En particulier,

2 V3 N
Bz(\/g 2)682(11{).

Comme b # 0, le produit

a b
AB = <2b ZC)

n‘est méme pas une matrice symétrique et n’appartient
donc pasa &5 (R).

L'ensemble S (IR) n’est donc pas stable par produit.
4. Comme A € S/ (IR), alors il existe une matrice ortho-
gonale Q et des réels

La matrice

0< M < <An
tels que
Q".A.Q = Diag(A1,...,An).

Comme les valeurs propres Ax sont des réels positifs, on
peut poser

R = Q.Diag(v/A1y..., vVAR).Q 7.

Deux matrices semblables ayant les mémes valeurs
propres, on en déduit que les valeurs propres de R sont
positives :

Sp(R) = {VAk, 1 <k <n}
et comme la matrice Q est orthogonale, la matrice R est
symétrique réelle :
R = Q.Diag(y/A1, ..., vVAn).QT,
R" =(Q")".Diag(v/A1y...y vVAn).QT

=R

doncR € S (R).
Enfin,

R? = Q.Diag(A1,...,An).Q " =Q.QT.A.QQ '=A

puisque Q est orthogonale.

On a ainsi démontré qu'il existait au moins une ma-
trice R € S,/ (R) telle que R* = A.
5. D’apres la formule du produit matriciel (le produit
matriciel usuel!),

n
aij = § Ui KUk, j
k=1

et comme la matrice U est symétrique,

n
aij = § Uk, illk,j-
k=1

De méme,
n
bij = 2 Vi,ive,j
=1

et le résultat découle alors de la formule du produit de Ha-
damard :
Ci,j = ai,jbi;j.

@ Comme A et B sont symétriques réelles,

V1 < i,j < n, aij = aji et biyj = bj,i

donc

VISiLjsm, oy =aipbiy = a5,ibji =
et le produit de Hadamard A * B est une matrice symé-
trique réelle.

Quelle que soit la colonne X € M, 1 (R),

n on
XT.(A * B)X = Z ZXiCi)ij

et par conséquent A = B € S/ (RR).
6. Onsait (cours) qu'une série de matrices converge si, et
seulement si, les suites des coefficients convergent toutes
et, dans ce cas,
lim Ty =( lIim TnGEG1), oo -
N—+o0 N (N—H—oo NI ’)])1<1,]<n

a Par définition du produit de Hadamard,

N
o= (X gen)
Pt ki

p=0

Les coefficients de Tn sont donc les sommes partielles
de séries de Poisson. Par conséquent, la suite (Tn)nen
converge et
1 — aij _
Gm = (€)oo = E(A).
7. On suppose que Ay € S;i(R) pour tout N € N
et que la suite (An)nen converge vers une matrice L =
(Lii)i<ij<n-
D’apres le cours,
V1<i,j<n,

Li‘jz lim AN[l,]]

N—+o00
Or les matrices An sont supposées symétriques réelles :

YNeN, VI<i,j<n, Ankij=Ax0,i
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donc la matrice L est symétrique réelle :
Vi<ij<n, Lj=LieR.
Par ailleurs, quelle que soit la colonne X,
non
XTANX = Z Z xiAn[L, jlx; = 0
i=1j=1

(puisque An € S (R)). En faisant tendre N vers +o0, on
en déduit (linéarité de la limite) que

0<)

i=1j=1

XiLi)ij = XT.L.X,

ce qui prouve que L € SF(R).
Ainsi, 'ensemble S (R) est une partie fermée de
Mn(R).

@ On suppose que A € S (R). On déduit de [5.] que

VpeN' A" eS)H(R).
De plus,
A =T, €S (R)

puisque les valeurs propres de J,,, égales a 0 et n, sont po-
sitives.
On déduit alors de [3.a.] que

YNeN, TneS,(R)

(combinaison linéaire dont les coefficients sont tous posi-
tifs).

D’apres [6.], la suite (Tn)nen est convergente.
Comme on vient de prouver que S (IR) est une partie fer-
mée de M, (R), on en déduit que la limite E(A) de la suite
(Tn)new appartient encore a S;F(R).



