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Topologie d’'un espace vectoriel normé

1 On consideére un espace vectoriel E, qu’on suppose muni
d’une norme ||-|.

I

Image directe, image réciproque

2. # Quel que soit 'ensemble X, le complémentaire d'une partie
A de X est noté A°.

3. Etant donnée une application f d’un ensemble X dans un
ensemble Y, on peut lui associer deux applications

fer BX) = BY) et f11RY) = B(X).
4. Image directe
41 # L'image (directe) d'une partie A C X par une application
f + X = Y est définie par

f(A)={f(x),xe A} ={yeY :3Ixec A, y=f(x)}

On la note aussi f(A).
4.2 L'application f est croissante (pour l'inclusion) de B(X)

dans B(Y).
v (4, B) € B(X) x B(X),
4.3 = Soit f : X — Y. Quelles que soient les parties A et B de X,

M f(AUB) = f.(A)U£.(B)
©) f«(ANB) C f«(A) 0 fu(B).
5. Image réciproque

5.1 # L'image réciproque d'une partie A C Y par une application
f + X = Y est définie par

ff(A)={xeX: f(x)e A}.

On la note aussi [f € A.

5.2 Dans les calculs, la notation [f € A], ou [f(x) € A], est
plus utile que toute autre notation pour représenter 'image réci-
proque de A par f.

5.3 L'application f* est croissante (pour l'inclusion) de B(Y)

dans B (X).
v (A,B) € B(Y) x B(Y),
5.4 = Soit f : X — Y. Quelles que soient les parties A et Bde Y,

ACB = [fe Al C[f€B]

M [f € AUB] =[f € AJU[f € B]
) [f e AnNB] = [f € A]n|[f € B]
®) [f e Al =[f € A
6. Composées de f; et f*
6.1 Pour toute partie Bde Y,

f.of*(B) CB.

6.2 Pour toute partie A de X,
A C ffofi(A).

7. Exemples d’images réciproques

1. Legroupe linéaire GL, (IR ) estl'image réciproque de 'ou-
vert |—o0,0[ U0, +o0[ par 'application det : 2, (R) — R.

2. Le groupe spécial linéaire SL, (IR) est I'image réciproque
du fermé {1} par l'application det.

3. Le groupe orthogonal O,(R) est I'image réciproque du
singleton {I,,} par l'application

[M s MT.M] ;M (R) — M (R).

4. Le sous-espace S;(R) des matrices symétriques réelles
est I'image réciproque du singleton {0, } par I'application

[M M — M] LM (R) — My (R).

5. Le sous-espace #,(IR) des matrices anti-symétriques est
I'image réciproque du singleton {0, } par l'application

[M — M7 +M] LM (R) — My (R).

6. Un cercle du plan euclidien canonique est I'image réci-
proque du fermé {0} par un polynoéme de degré 2 :

[(x = x0)*+ (y — y0)* — R* = 0.

7. Un disque du plan euclidien canonique est I'image réci-
proque du fermé ] —oo, 0] par un polyndme de degré 2 :

[(x = x0)* + (v = y0)* — R? < 0].
8. Limage réciproque du segment [r2, R?] par I'application
() = (x =20+ (y—w0)?| : B2 > R

est 'anneau de centre (xg,1p), de rayon intérieur r et de rayon
extérieur R.

9. Une sphere de 1'espace euclidien canonique est I'image
réciproque du fermé {0} par un polynome de degré 2 :

[(x = x0)* + (y —y0)* + (2 —20)* = R* = 0].
10. L'image réciproque du carré [0, a] x [0, a] par I'application

[(x,y) = (]x—x0|, [y —wol)] : R? — R?

est un carré de centre (xg, o) et de coté 2a.

11.  Dans le plan euclidien canonique, les coniques sont les
images réciproques du fermé {0} par les polyndmes de degré 2
en deux variables :

[ax? 4 2bxy + cy? +dx +ey + f = 0].

12.  Les quadriques de 'espace euclidien canonique sont les
images réciproques du fermé {0} par les polyndomes de degré 2
en trois variables :

[alxz + a2y2 + a3z + bixy + boyz + bzxz
+ox+ oy +c3y+d=0].

13.  Un hyperplan vectoriel de R" est I'image réciproque du
fermé {0} par une forme linéaire non nulle.

Un hyperplan affine de R" est 1'image réciproque d'un singleton
{a} C R par une forme linéaire non nulle.

14.  Une représentation cartésienne d'un sous-espace vecto-
riel ou affine de R" (c’est-a-dire un systeme de r équations en n
inconnues) caractérise ce sous-espace comme l'image réciproque
d’un singleton de R" par une application de R" dans R".

15.  SOu(R) = O, (R) N[det(M) = 1].

16. Pour tout 1 < r < n, on note M,, I’ensemble des matrices
dont le rang est supérieur a r.

16.a & toute matrice de 9, (R) sont associés () mineurs de
taille 1 < r < n. Lensemble M, est I'union des images réci-
proques de I'ouvert R* par (/) applications polynomiales en n?
variables.

16.b Pour tout 1 < r < n, 'ensemble des matrices de rang r
est égala M, N M$+1‘
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Entrainement

8. Questions pour réfléchir
1.  Condition sur f pour que

V (A,B) € B(X) xR(X), fe(ANB) = fi(A)N fx(B).

2. Condition sur f pour que

VAEPBX), fi(A)=[fu(A)]"
Condition sur f* pour que f soit surjective.

Condition sur f* pour que f soit injective.
5. Conditionsur f : X — Y pour que

fuo f*(B) = B.

+ »

v B € PB(Y),
6. Conditionsur f : X — Y pour que

VAEP(X), frofi(A)=A.

9. Images directes

1.  Représenter un cercle (resp. un carré) comme l'image di-
recte d"un segment par une application de R dans R?.

2. Représenter un disque comme l'image directe d"un carré
[a,b] x [c,d] par une application de R2 dans R2.

3. Représenter le groupe SO,(R) comme l'image directe
d’un segment par une application de R dans 9 (R).

I

Filtre des voisinages

10. Définir une topologie sur un ensemble sert a établir les
notions de suite convergente et de fonction continue au voisinage
d’un point : on commence par définir la notion de voisinage d’un
point.

11. On définit de manieres distinctes les voisinages d'un
point de E (pour définir ensuite les notions de suites conver-
gentes et de fonctions continues) et les voisinages des points a
lI'infini (pour définir les limites a 1'infini et les limites infinies).
Les propriétés fondamentales, communes a toutes les notions de
voisinage, sont présentées dans le théoreme [14].

12. Voisinages d"un point de E
12.1 #o Une partie V de E est un voisinage du point xy € E lorsque

3r >0, By(xp,r)CV.
Cette propriété est notée V.€ ¥ (xg), ou V€ Vg(xo) en cas d’ambi-
guité.
122 La partie X est un voisinage du point My, mais pas du

point M : tout disque centré en M, rencontre le complémentaire
de X. Le point M3 n’appartient pas a X.

18.2

12.3  Les propriétés précédentes, vues pour la norme eucli-
dienne canonique, sont également vraies pour la norme produit

Il et pour la norme ||-||;.

M,

12.4  Une partie V de R est un voisinage de xq si, et seulement
si, il existe un réel r > 0 tel que

Jxo—r,xo+r[C V.

13. Voisinages d’un point a I'infini
13.1 4 Une partie V de N est un voisinage de +-co dans IN lorsque

ANgeN,Vn>=Ny, neV.

13.2  Lasuite (uy),en converge vers £ € E si, et seulement si,

VWeve(l), 3V e In(+0), YneV, u,cW.

13.3 # Une partie V de 7 est un voisinage de +co dans 7Z lorsque

ANo€EZ, Vn>Ny, neV.

De méme, une partie V de 7 est un voisinage de —oo dans 7Z lorsquil
existe No € Z tel quen € V pour tout n < Np.

13.4 #» Une partie V de R est un voisinage de +oco dans R lorsque

JA€R, [A+o[CV.

C’est un voisinage de —oo lorsque

dBeR, ]|—-oo,B]CV.

13.5 # Une partie V de E est un voisinage de l’infini dans
E lorsque son complémentaire V° est borné.

13.6 = Une partie V de E est un voisinage de l'infini si, et seulement
si,

JAERy, (x|>A4 = x€V)

14. = Propriétés filtrantes des voisinages
Que xq soit un point de E ou un point a l'infini,

141 SiV e ¥ (xg), alors V # &.

142  SiV,We ¥ (xp) alors VAW € ¥(xp).

143  SiV e ¥ (xg)etsiV C W,alors W e ¥ (xp).

14.4  Lintersection d’un nombre fini de voisinages d’un point

Xo est un voisinage de x.

15. Séparation des points

15.1 = Etant donné deux points distincts x et y dans E, il existe deux
voisinages V. € ¥ (x) et W € ¥ (y) tels que VN W = @.

15.2 Pour tout xg € E,
ﬂ W = {XO}
WEV/(XU)
15.3  Pour tout xg € E, il existe une suite (Wy),en de voisi-

nages de x telle que

VneN, W, CWy et [ Wy={x}.

nelN



III OUVERTS, FERMES, COMPACTS

Entrainement

16. Questions pour réfléchir
1. Ve¥(x) < 3Ir>0,
2a VEIR(+o) < FA>0, JA +oo[CV
2b VeEIR(—o) < IB <0, |-0o,B[CV
3. Suitede [14.4] - L'intersection d"une suite (Vy),en de voi-

sinages de xp n’est pas nécessairement un voisinage de xy.

17. Boules et bases

1. Sil'espace vectoriel E admet une base (¢;);e; (sans qu'il
soit nécessairement de dimension finie), alors toute boule centrée
en O et de rayon r > 0 contient une base de E.

2. Pour tout a € E, il existe une famille presque nulle de
scalaires («;);c; telle que

Bf(xg,r) CV

a=)ywe.

icl

SiY;cya; # 1, alors la famille (e; — a);c est une base de E. Inter-
iel % i €
préter géométriquement ce résultat.
3.  Toute boule de rayon r > 0 contient une base de E.

III

Ouverts, fermés, compacts

18. On définit une topologie sur un ensemble E en décidant
quelles parties de E seront ouvertes.
19. Parties ouvertes

19.1 #o Une partie U de E est ouverte lorsque U est un voisinage de
chacun de ses points :

Vxpel, Ue "V(X()).

On dit aussi que U est un ouvert de E.

19.2  La partie X est un ouvert pour la norme produit en tant
que voisinage de chacun de ses points. C’est également vrai pour
la norme euclidienne canonique et pour la norme |- ||;.

19.3  La partie X n’est pas un voisinage du point M. Elle n’est
donc pas ouverte pour la norme |- ||;, pas plus que pour la norme
euclidienne canonique ou pour la norme produit ||-|| -

19.4  L'ensemble vide et E sont des ouverts de E.
19.5  Toute boule ouverte est un ouvert de E.
19.6  L'union d’une famille quelconque de parties ouvertes est

une partie ouverte.

19.7 L'intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert.

20. Parties fermées

On peut définir les parties fermées par référence aux parties ou-
vertes [20.1], mais on comprendra mieux cette notion par la ca-
ractérisation [20.8] : les parties fermées sont celles qui sont stables
par passage a la limite.

20.1 # Une partie F C E est fermée lorsque son complémentaire F¢
est un ouvert.

On dit aussi que F est un fermé de E.

20.2  La partie X est fermée car son complémentaire X¢ est un
voisinage de chacun de ses points (pour la norme |||, mais
aussi pour la norme euclidienne canonique et pour ||-{|;).

[-]

20.3 La partie X n’est pas fermée car son complémentaire X°
n’est pas un voisinage du point M € X° (pour la norme |-||;,
mais aussi pour la norme euclidienne canonique et pour la norme
produit |-,

XC

20.4 L’ensemble vide et E sont des fermés.

20.5  L'intersection d'une famille quelconque de fermés est un
fermé.

20.6  L'union d’une famille finie de fermés est un fermé.

20.7  Les parties finies de E sont des fermés. —[88]

20.8 = Caractérisation séquentielle des fermés

Une partie A de E est un fermé si, et seulement si, la limite de toute
suite convergente d’'éléments de A est un élément de A.

20.9  Pour toute suite convergente d’éléments de X, la limite
appartient encore a X, donc la partie X est fermée.

183



TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

20.10 Il existe au moins une suite convergente d’éléments de X
dont la limite ¢ n’appartient pas a X, donc la partie X n’est pas
fermée.

20.11 Exemples et contre-exemples

1.  Toute boule fermée est un fermé. La sphere unité est un
fermé.

2. Leplan [z = 0] est une partie fermée de R?> muni de la
norme produit.

3. Silespace E = %([a,b]) des fonctions bornées sur [a, ]
est muni de la norme de la convergence uniforme sur [g, b], alors
le sous-espace ¢ ([a, b]) est un fermé de E.

4. D’apres le théoreme de Weierstrass [8.51.1], le sous-
espace des applications polynomiales sur [0, 1] n’est pas un fermé
de #Y([0,1]) muni de la norme de la convergence uniforme sur

[0,1].

III.1 Adhérence d'une partie
21.1 # Un point x de E est adhérent a A lorsque

Vr>0, AﬁBf(x,r) #+ .

21.2 # [’adhérence de A est I'ensemble, noté A, des points de E qui
sont adhérents a A. .

21.3  Tout point de A estadhérenta A: A C A.

22. = Caractérisation de ’adhérence
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

221 Lepoint x est adhérent a la partie A de E.

222 Vr>0,3y(r)e A, d(xy(r) <r

22.3 Il existe une suite d'éléments de A qui converge vers x.

22,4 Ladistance de x a A est nulle : d(x, A) = 0.

231 Si (x4)neN est une suite d’éléments de A qui converge

vers £ € E, alors il existe une suite (1, ),en d’éléments de A telle
que

VneN, dllu,) <dl, x,)+27"

et/ € A.

23.2 = Autre caractérisation de I’adhérence

L'adhérence de A est un fermé qui contient A et tout fermé F qui
contient A contient aussi 'adhérence de A :

ACF = ACF.

Si A C B,alors A C B. .
Une partie A de E est fermée si, et seulement si, A = A.

23.3
23.4

III.2 Parties denses

24. # Une partie B C A est dense dans A lorsque I'adhérence de B
contient A.

25. = Une partie B de A est dense dans A si, et seulement si, tout
élément de A est limite d'une suite d’éléments de B.

26. Exemples de parties denses

26.1  Le corps @ des nombres rationnels est dense dans le
corps R des nombres réels.

26.2  L'intervalle ouvert |a, b[ est dense dans le segment [a, b].
26.3  Le sous-espace des fonctions polynomiales sur un seg-
ment [a,b] est dense dans 1'espace des fonctions continues sur
[4,b] muni de la norme de convergence uniforme sur [a, b].
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26.4  Suite de [3.35] — L'espace des suites réelles nulles a par-
tir d’un certain rang est dense pour la norme ||-||; dans l'espace
¢'(R) des suites sommables, mais n’est pas dense pour la norme
dans l’espace £*°(R) des suites bornées.

III.3 Intérieur d’une partie

27.1 # Un point xg est intérieur a la partie A lorsque A est un voisi-
nage de xy.
27.2 # L'intérieur d’une partie A est 'ensemble, noté A°, des points
intérieurs a A.

x€A® — Ae¥(x)

27.3

28. Caractérisation de l'intérieur
28.1 = L'intérieur d’une partie A est un ouvert contenu dans A et tout
ouvert G contenu dans A est aussi contenu dans l'intérieur de A :

Les points intérieurs a A sont des points de A : A° C A.

GCA = GCA".

28.2 Une partie A est ouverte si, et seulement si, A = A°.
28.3 Pour toute partie A,
(A)f = (A9)° et (A%)° = (A°).
29. Exemples d’intérieurs
29.1  L'intérieur d’un intervalle I de R est 'intervalle ouvert

dont les bornes sont celles de 1.

292 L'intérieur de la boule fermée Bf(xo,7) est la boule ou-
verte By(xg, 7).

29.3  Llintérieur de (, vu comme une partie de IR, est vide.

30. Intérieur d"un espace vectoriel

D’apres I'exemple des droites et des plans en dimension 3, on
comprend qu’un sous-espace strict est en quelque sorte une par-
tie plate de E.

30.1  Un sous-espace vectoriel qui contient une boule ouverte
By (xg, 1) contient aussi la boule ouverte B, (0g, 7).

30.2 = L’intérieur d'un sous-espace vectoriel strict de E est vide.

III.4 Frontiére d’une partie
31.1 # La frontiére de A (ou bord de A) est définie par

dA=ANA = A\ A°.
31.2
E=A°U0AL(A%)°

313  Un point x appartient a la frontiere de A si, et seule-
ment si, il existe une suite (u,),cn d’éléments de A et une suite
(vn)nen d’éléments de A° telles que

x= lim u, = lim ov,.
n—-+oo n—-+oo
III.5 Parties compactes
32. La notion de compacité tire son origine du théoréeme de

Bolzano-Weierstrass [3.60] et permet de reformuler sous forme
générale les propriétés des fonctions continues sur un segment
de R.

33. # Une partie A de E est compacte lorsque toute suite d'éléments
de A possede au moins une valeur d’adhérence dans A.

34. Si F est une partie fermée de E contenue dans une partie
compacte K, alors F est une partie compacte de E.

35.1 = Toute partie compacte A de E est fermée et bornée. —[40]
35.2 = Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Toute partie fermée et bornée de R ou de C est compacte.

35.3  Une partie compacte non vide de R admet un plus grand

et un plus petit élément.

36. = Silasuite (un)yeN 1n'a qu'une seule valeur d’adhérence ( et si
tous les uy, appartiennent a une partie compacte, alors la suite (i1y) yeN
converge vers .



IV  CONTINUITE

Entrainement

37. Questions pour réfléchir
1. Une partie U est un ouvert si, et seulement si,
Vxye U, Ir>0, Bf(xo,r) c u.
Une boule fermée non vide n’est pas un ouvert de E.
Tout ouvert est la réunion d’une famille de boules ou-

Quels intervalles de R sont-ils des parties ouvertes?
Une boule ouverte n’est pas un fermé.
Quels intervalles de R sont-ils des parties fermées?
. Siunintervalle non vide de R est a la fois ouvert et fermé,
alors il est égal a R. —[86]
9. xE€A <= Vr>0, ANBy(x,1r)#* o

10. L'adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-
espace vectoriel.

11.  L’adhérence d’un intervalle I de R est l'intervalle fermé
qui a mémes bornes que I.

12.  L’adhérence de la boule ouverte B, (xq, r) est la boule fer-
mée By(x, 7).

13.  S'il existe une suite d’éléments de A qui tend vers w, le
point w est-il adhérenta A?

14.  L'intersection des parties fermées de E qui contiennent A
est égale a I'adhérence de A.

15. Si F estdense dans G et si G est dense dans E, alors F est
dense dans E.

16.  Le point x( est intérieur a A si, et seulement si,

2
3
Tt
4. Un ouvert non vide est une partie infinie.
5
6
7

o .

dr >0, Bf(xo,r) C A.

17.  L'union des parties ouvertes contenues dans A est l'inté-
rieur de A.

18.  L'intersection d’un compact et d"une partie fermée est un
compact.

19. Sif : (E,N) — (F,|-||) est lipschitzienne et si K est une
partie compacte de E pour N, alors f,(K) est une partie compacte
de F pour ||-|.

38. Densité des nombres dyadiques
Soit f : R — R, une application continue telle que

¥ (xy) € R, f(x;ry) _ f(x);rf(y)‘

1. L'ensemble Z des nombres dyadiques
_@:{Zﬂn,pez,nelN}

est dense dans R.
2. Sif(0) = f(1) =0, alors f est'application nulle.
3. L'application f est affine.

39. Variations sur le théoréeme de Weierstrass [8.51.1]
L'espace E = ¢ ([a, b]) est muni de la norme de la conver-
gence uniforme sur [a, b].

1. Soit f € E, de moyenne nulle :

/abf(t)dt:O.

II existe une suite de fonctions polynomiales de moyenne nulle
qui converge vers f pour |- || -

2. Sif € E est une fonction positive sur [a, b], alors il existe
une suite de fonctions polynomiales et positives sur [a,b] qui
converge vers f pour |- ||q-

3. Si f est une fonction de classe ¢ sur [a, b], alors il existe
une suite (P,),en de fonctions polynomiales sur [g, b] telles que

lim |If = Pall, = lim [If' = Pil =0,

n—+o0

40. On munit I'espace E = ‘Kzon des fonctions continues et de
période 27t de la norme de convergence en moyenne quadratique
sur [ = [0,27] [6.92].

1.a Lasuite de terme général f,, = [t — cos nt] est bornée.

1b Sin et p sont deux entiers non nuls et distincts, alors
| fn — fpll = 1 et on ne peut extraire aucune suite convergente
de la suite (fu)neN-

2. La boule unité de E est une partie fermée et bornée qui
n’est pas compacte.
41. Distance et compacité
Soit K, un compact non vide de E.

1. Pourtoutx € E,

d(x,K) = r;lelgd(x,y).

2. Si K’ est un compact disjoint de K, alors d(K,K’) > 0.
3. L’axe des abscisses et le graphe de exp sont des fermés

disjoints de R?, mais la distance qui les sépare est nulle.

42, Soient A, un compact et B, un fermé de E.
1. Lapartie

A+B={x+y, (x,y) € AxB}

est un fermé de E.
2. Si B est compact, alors A + B est compact.

43. Si K est un compact de E qui ne contient pas le vecteur
nul, alors le cone positif

F={Ax, (\,x) € Ry xK}
est un fermé de E.

1. Lapartie K = [(x; — 1)2 + x4 < 1] est bien compacte mais
la partie F = [x; > 0] U {(0,0)} n’est pas fermée.

v

Continuité

44. o Soient (E, ||-||g) et (F,||-||g), deux espaces vectoriels normés.
Une application f de E dans F est continue au point xg € E lorsque

Ve>0,3n>0,Vx€eE,

lx =xollg <17 = [|f(x) = f(xo) |} <=

45. = Si f est continue au point x, alors elle est bornée au voisinage
de xg.

46. = Si f est continue au point xg et si f(xo) # yo, alors f(x) # yo
au voisinage de x.

47. = Théoréme de composition des limites

Soient (E, ||-|lg), (E,||-IIz) et (G,||-|lg), trois espaces vectoriels nor-
més.

Si f : E — F est continue au point xo € Eetsig : F = G
est continue au point yo = f(xg) € F, alors la composée g o f est
continue au point xg.

E F G

48. > Sil'application f : E — F est continue au point x, alors pour
toute suite (uy),eN de E qui converge vers xg, la suite (f(un))nen
converge vers f(xg).
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49. Caractérisations séquentielles de la continuité

49.1 = Si, pour toute suite (u,),eN de E qui converge vers xg, la
suite (f (tn))neN converge vers f(xg), alors U'application f : E — F
est continue au point x.

49.2 = On suppose que, pour toute suite (uy)yeN de E qui converge
vers xq, la suite (f(un))neN est convergente. Alors la fonction f est
continue au point x.

IV.1 Applications continues

50. # Une application f : E — F est continue lorsqu’elle est conti-
nue en chaque point xo € E. L'ensemble des applications continues de
E dans F est noté ¢°(E, F).

51. = Toute application lipschitzienne est continue.

52. Sif : (E|-llg) = (F |-|lp) est continue, alors || || est
continue de (E, ||-||z) dans (R, ||

53. = Densité et prolongement des égalités [8.53]

Si f et g sont deux applications continues de (E, ||-||¢) dans (F, ||-||r)
et s’il existe une partie D dense dans E telle que f et g coincident sur
D, alors f et g coincident sur E.

Continuité des applications linéaires

54. L'espace L¢(E) des endomorphismes lipschitziens de E
est en fait I’espace des endomorphismes continus de E.
—[3.98]

55. = Soit f, une application linéaire de E dans F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.

1. L'application f est continue sur E.

2. L'application f est continue au point xg = O.
3. Lapplication f est bornée au voisinage de Of.
4.

If Gl < Kllxle

5. L'application f est lipschitzienne sur E.

dk>0,Vx€E,

IV.2 Continuité uniforme

56. Translation d’un voisinage
Une partie V est un voisinage de xy € E si, et seulement si, il
existe un voisinage Vy de Of tel que

V:x0+V0:{x0+x,er0}.

L'application f : E — F est continue au point xg si, et seulement
si:

VW e 7 (f(x0)),

ce qui équivaut a :

[f € W] € Pa(x0)

VW e ¥ (f(xo)), 3V € ¥£(0g), fulxo+V)CW.

Le voisinage V dépend bien stir du voisinage W choisi, mais aussi
du point xy considéré.

On s’intéresse ici aux fonctions f pour lesquelles ce voisinage V
peut étre choisi indépendamment du point x.

57.1 # L'application f
nue lorsque

E — F est uniformément conti-

VW€ 7(0p), 3V € ¥£(0g), Vxo € E,

felxo+V) C (f(XQ) + Wo).
57.2  L'application f : (E,||-||g) = (F,|-||p) est uniformément
continue si, et seulement si,

Ve>0, 35 >0,V (x,y) € EXE,
lx=ylg<n = [f(x) = fW)|p <e

57.3  L'ensemble des applications uniformément continues de
E dans F est un espace vectoriel.

57.4  Toute application lipschitzienne est uniformément conti-
nue.
57.5 Toute application uniformément continue est continue.

La réciproque est fausse en général. —[63]
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IV.3 Propriétés topologiques des fonctions continues

58. = Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||p), deux espaces vectoriels normés
et f, une application de E dans F.
Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. L'application f : (E,||-||g) — (F,||-||p) est continue.

2. Pour tout ouvert Qp C F, l'image réciproque [f € Qr] de QF
par f est un ouvert de E.

3. L’image réciproque par f de toute partie fermée de F est une
partie fermée de E.

Applications usuelles

59. = Le noyau d’'une application linéaire continue de E dans F est
un fermé de E.

60. Continuité des formes linéaires
Soit f, une forme linéaire sur E.

1. Si f n’est pas continue, alors f n’est pas bornée sur la
sphere unité et il existe une suite (x),en qui tend vers O telle
que f(x,) = 1 pour tout n € N.

2. La forme linéaire f est continue si, et seulement si, son
noyau est fermé.

61. Probléme du supplémentaire orthogonal [5.29]
Soient E, un espace préhilbertien et F, un sous-espace vectoriel
de E.

1. SiE = F@FL, alorsla projection orthogonale sur F est
continue et le sous-espace F est un fermé de E.

2. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un es-
pace préhilbertien est fermé.

3. Sila dimension de F est infinie, il se peut que F ne soit

pas fermé, mais F- = (F)T et
Fort=Fa (F)* cFa ()t CE

Continuité et compacité

62.1 = Soit f : (E,||"|lg) — (F,||-|lg), une application continue. Si
K C E est une partie compacte de E, alors son image fi(K) est une
partie compacte de F.

62.2 = Si f : E — Rest une application continue, alors la restriction
de f a un compact non vide K de E est bornée et atteint ses bornes.
623  Sif : E — Festune application continue, alors la restric-
tion f a un compact non vide K de E est bornée et il existe deux
éléments xy; et x) de K tels que

Hf(xM)HF < ||f(x)HF < ”f(xM)HF'

63. =>Sif : (E ||llg) — (E|||p) est une application continue,
alors sa restriction a une partie compacte de E est uniformément conti-
nue.

Vx ek,

Entrainement

64. Questions pour réfléchir
1. L'application f : E — F est continue au point xg si, et
seulement si, 'application

[ I fGro+1) = fo)p] - E- R

est continue au point Of.

2. Soit u, une application linéaire de E dans F. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

2.a L'application u est continue sur E.

2.b  L'application u est continue en un point xg € E

2.c L’application est bornée au voisinage d'un point xo € E.

3. Une composée d’applications uniformément continues
est-elle uniformément continue ?

4. Si f et g sont deux applications uniformément conti-
nues de l'espace vectoriel normé (E, ||-|| ) dans 1’algebre normée
(F, |I-lg), leur produit fg est-il aussi une application uniformé-
ment continue?

5. Lessous-espaces propres d'une application linéaire conti-
nue de E dans F sont des fermés de E.
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6. Limage directe d'un ouvert (resp. d'un fermé) de E par
une application continue de (E, ||-||g) dans (F, ||-||z) n’est pas né-
cessairement un ouvert de F (resp. un fermé de F).

7. L'image réciproque d’une partie compacte par une fonc-
tion continue est-elle compacte?

65. Sif : E — F estune application continue et bornée, alors
sup ||f(x)HF = sup ||f(x)||F
xeA x€A

pour toute partie A C E.

66. Continuité des applications linéaires
Soit f, une application linéaire de E dans F.
1. Si f est continue, alors

A={reE: [fw], =1)

est un fermé de E.

2.a Si, pour toute suite (u,),en de vecteurs de E qui tend
vers O, la suite (f(un)),en est bornée, alors 'application f est
continue.

2b Si f n'est pas continue, alors A n’est pas fermée.

67. Crochet de Lie [9.186]
Soient u et v, deux endomorphismes continus de E. S'il existe un
scalaire « tel que

uov—vou=alg,

alors
VneN, wuov"' —o"lou=(n+1)av"

et si v n’est pas nilpotent, alors & = 0.
68.  Sih < Z'([a,b]) vérifie

b
VneN, / Fih(t) dt = 0,
Ja

alors
Vg €€ (ab)), /b o(Hh(t)dt = 0

et h est nulle presque partout sur [a, b].

69. Soit K, un compact contenu dans un ouvert U de E.
1.
VxeK, Ja>0 By(xa)CU.

2. Lafonction x — d(x, U°) est continue sur le compact K
et ne s’annule pas, donc

Ja >0, VxeK, By(xa)CU.

v

Connexité par arcs

70. On généralise ici la notion d’intervalle considéré comme
une partie d’un seul tenant, afin de formuler un analogue du
théoreme des valeurs intermédiaires en dimension quelconque.

70.1 # Un arcde Areliant x; € Aaxy € Aest une fonction continue

f:labl— A

telle que f(a) = x1 et f(b) = x,.

70.2 # Une partie A C E est connexe par arcs lorsque, pour tout
(x1,x2) € A x A, il existe un arc de A reliant x1 4 x,.

70.3  Exemples usuels

Les parties étoilées, et en particulier les parties convexes, sont
connexes par arcs.

71. Théoreme des valeurs intermédiaires

On sait que I'image d’un intervalle I C R par une fonction conti-
nue de R dans R est un intervalle de R.

711 Les parties connexes par arcs de IR sont les intervalles.
71.2 = Si A est une partie connexe par arcs et si f : A — F est
continue, alors f.(A) est connexe par arcs.

713  Si A est une partie connexe par arcs etsi f : A — R est
continue, alors f.(A) est un intervalle.

Composantes connexes par arcs

72. Soit A C E, une partie non vide. Quels que soient les
points xp et x; dans A, on note xy ~ x7 lorsqu’il existe un arc
de A reliant x a x7. —[70.1]

721  Larelation ~ est une relation d’équivalence sur les points
de A.
72.2 La partie A est connexe par arcs si, et seulement si, il

n’existe qu'une seule classe d’équivalence pour ~.

723 Les classes d’équivalence pour ~ sont connexes par arcs.
72.4 % Les composantes connexes par arcs d'une partie A C E
sont les classes d’équivalence de la relation d’équivalence ~.

72.5  Les composantes connexes par arcs d'un ouvert sont des
parties ouvertes.

73. On suppose que A est une partie de E = R.

731  Les composantes connexes par arcs de A sont des inter-
valles.
73.2  Tout ouvert A C R est 'union d’une famille finie ou dé-

nombrable d’intervalles ouverts.
73.3  Un fermé tel que 'ensemble de Cantor n’est pas 1'union
d’une famille dénombrable d’intervalles fermés.

Entrainement
74. Sur le théoréeme des valeurs intermédiaires
1. Sif : [0,1] — R estcontinue etsi f(0) = —f(1) =1,

alors il existe 0 < xp < 1 tel que f(xp) = 0.

2. Lafonction f : [0,1] — C définie par f(t) = e est
continue et f(0) = —f(1) = 1, alors que f(x) # 0 pour tout
x € [0,1]. Commenter.

75. Soient g : R2 — R, une application continue et ¢, un
cercle de rayon R > 0. Il existe deux points A et B, diamétrale-
ment opposés sur ¢, tels que ¢(A) = g(B).

76. Connexité de la spheére unité
Soit E, un espace vectoriel normé de dimension supérieure a 2.
On note S, la sphere unité de E.

1. Soita € S.

1.a Ilexisteb € Stel quea # beta # —b. Pour un tel b, la
fonction

(1—t)a+tb

(1= t)a +tb|

est continue de [0,1] dans S.

2. Lasphere unité S est connexe par arcs.

3. Le complémentaire de la boule unité fermée est connexe
par arcs.

4. Dans R?, le complémentaire d'un ensemble fini est
connexe par arcs.

t—

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

77. Exemples et contre-exemples

1. Exemple de suite (Gy),en de parties ouvertes dont 1'in-
tersection n’est pas un ouvert.

2.  Exemple de suite (F,),en de parties fermées dont la
réunion n’est pas un fermé.

3. Exemples de parties qui ne sont ni ouvertes, ni fermées.

4. Exemples de parties qui sont a la fois ouvertes et fermées.

5. Exemples de parties non compactes de R.

6. Exemple de suite divergente qui n’admet qu’une seule
valeur d’adhérence.

7.a Exemple de partie fermée qui n’est pas complete.

7.b  Exemple de partie complete qui n’est pas compacte.

8.  Exemple d’application continue qui n’est pas uniformé-
ment continue.

9. Exemple d’application qui est uniformément continue
sans étre lipschitzienne.
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78. Questions pour réfléchir

1.  Condition sura, b, r et s pour que

1a Bg(b,s) C B(a,r);

1b Bg(b,s)NBs(ar) =2;

1c Bf(bs) C Bo(a,r);

1.d Bo(b,s) C Bs(a,r);

1e Bo(a,r)NBs(b,s) = 2.

2. Comparer ANBet ANB; AUBet AUB.

3. Comparer (ANB)° et A°NB°; (AUB)° et A°UB°.
79. Conséquences de I'inégalité triangulaire
79.1  Si A est une sphere ou une boule (ouverte ou fermée) de
rayon r, alors A est une partie bornée de diametre 2r.
79.2  Lesboules (ouvertes ou fermées) sont convexes.
79.3 Soient 0 < s < 7.

1. d(a,b) <r—s <= By(b,s) C By(a,r)

2. d(a,b)=2r+s <= By(b,s)NBy(a,r) =2
80.1  Soient M et N, deux matrices semblables. Alors les ma-
trices P(M) et P(N) sont semblables, quel que soit le polynome
P e K[X].
80.2  Soient A, une matrice diagonalisable et (B;),eN, une
suite de matrices qui converge vers la matrice B. Si toutes les ma-
trices B;; sont semblables a A, alors la limite B est aussi semblable
a A. Ce résultat subsiste-t-il si la matrice A n’est pas diagonali-
sable?

Approfondissement
81. Classification des hyperplans
81.1  Soit H, un hyperplan de E.
1. L’adhérence H de H est un sous-espace vectoriel de E tel
que H C HC E.
2. Siac H\H,alosE=H®K-aC H.

81.2  * Un hyperplan de E est une partie fermée ou une partie dense
dans E.
81.3  Soit f, une forme linéaire non nulle sur E.

3. Lapplication f est continue si, et seulement si, son noyau
est fermé.

4. On suppose maintenant que f est continue. —[3.100]

4.a Lesimagesréciproques [f > 0] et [f < 0] sont des ouverts
connexes par arcs, mais leur réunion [f # 0] est un ouvert qui
n’est pas connexe par arcs.

4.b
x
VxeE, d(xKerf)= By )|
il
82. Estimation asymptotique des fonctions uniformément
continues

Si f : E — F est une application uniformément continue, alors il
existe deux réels a et b tels que
Vx€E, |f(x)|p <allx|p +b.

En particulier,

f@)|| = O(||x||g) au voisinage de I'infini.
83. Applications ouvertes
On dit qu'une application f : E — F est ouverte lorsque 'image
par f de tout ouvert de E est un ouvert de F.

1. Soit f € L(E, F).

1.a Sil'image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F,
alors f est surjective.

1.b Si E est un espace de dimension finie, alors la réciproque
est vraie.

2. Onmunit E = F = R[X] de la norme définie par

—+o0
vP=1Y a Xk € R[X], ||P|| = max]ag|.
= keN
L'image de la boule unité par I'application linéaire f définie par
VnelN, f(X")=27"X"

est une partie d’'intérieur vide.
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Pour aller plus loin

84. Caractérisations de la continuité en un point
Les propositions suivantes sont équivalentes au fait que 1’appli-
cation f : E — F est continue au point xg € E.

1. Ve>0,35>0, f*(Bf(xo,zy)) CBf(f(xo),s)

2. VWE‘//F(f(xo)), HVGV/E(X()), f*(V) cw

3. VWeYr(f(x), [feW]e 7e(xo)
85. Applications localement lipschitziennes
Une fonction f : E — F est localement lipschitzienne lorsque,
pour tout xy € E, il existe un voisinage V de xq sur lequel f est
lipschitzienne.

1.  Exemples d’applications localement lipschitziennes.

2. Une application localement lipschitzienne est continue.

3. Une application localement lipschitzienne est-elle unifor-
mément continue?

4. Sif : E — F estlocalement lipschitzienne, alors la res-
triction de f & une partie compacte quelconque de E est lipschit-
zienne.

86. Connexité de R
Soit A, une partie de R qui est a la fois ouverte et fermée. On sup-
pose qu'il existe xg € A etyy ¢ A avec xyg < Yo et on considere
I’ensemble

I={xeA: [xx]CA}

1. L'ensemble I admet une borne supérieure x;.

2. L'ensemble I est égal & [xo, x1[ ou & [xg, x1] et ces deux
éventualités sont absurdes.

3. Les seules parties de R qui sont a la fois ouvertes et fer-
mées sont I et R.

87. Sous-groupes additifs de R

Les sous-groupes additifs stricts de R sont de deux types : les uns
sont fermés et en général isomorphes a Z tandis que les autres
sont denses dans R.

87.1  Classification des sous-groupes additifs de R

Soit H, un sous-groupe de (IR, +), distinct de {0} : on pose

a=inf{x € H : x > 0}.

1.  Onsuppose que a = 0 et on se donne € > 0.

1.a Ilexistexg € Htelque 0 < xg < e.

1.b  Pour tout x € R, il existe k € Z tel que |x — kxg| < «.

1.c Le sous-groupe H est une partie dense de R.

2. Onsuppose que a > 0.

2.a Il existe une suite d’éléments strictement positifs de H qui
converge vers a.

2b Ilexistee > 0telque HN]a,a+¢[ = @.

2.c Lesous-groupe H contient a et H = aZ.

2.d Lesous-groupe H est fermé.

3.a  Un sous-groupe H de (R, +), distinct de R, est fermé si,
et seulement si, il existe a € R tel que H = aZ.

3.b  Soient a et b, deux réels strictement positifs tels que le
quotient b/a ne soit pas rationnel. L'ensemble

a7+ b7 = {pa+qb, (p,q) € Z°}

est un sous-groupe de (R, +) qui est dense dans R.
87.2  Fonctions continues périodiques

4.a Lensemble des périodes d"une fonction f € €° (IR, E) est
un sous-groupe fermé de (R, +).

4b Sif € €%(R,E) est périodique mais pas constante, elle
admet une plus petite période strictement positive.

88. Soit F, une partie finie d'un espace vectoriel normé.
Construire un algorithme calculant

min d(x, y)
yEF

x#y

et évaluer la complexité de cet algorithme.



