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MP

Composition de Mathématiques
Le 22 mars 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

K2

< | — Probléeme <&

L’objectif de cet exercice est de calculer la valeur de I'intégrale

de Dirichlet : oo
- J SNt 44
0 t

On considere pour cela la fonction

f: R x]0,+o0[ = R
définie par
sint

—xt

YV (x,t) € R x]0,4o00[, f(x,t)=

On définit également la fonction
u : [0,4o00[ x ]0,+00[ = R
en posant

xsint + cost
14+x2

u(x,t) = — Xt

On pourra utiliser sans le démontrer I’encadrement

Vte R, |[sint] <]t

Partie A. Préliminaires

1. Démontrer que U = R x ]0, +oo[ est un ouvert et que
la fonction f est de classe €' sur cet ouvert. La fonction f
atteint-elle un maximum local sur U?

2. Soit x > 0. Démontrer que la fonction [t — f(x, t)] est
intégrable sur 0, +ool.

3. En utilisant une intégration par parties, démontrer
que l'intégrale I est convergente si, et seulement si, 1'in-
tégrale

“+o0 o
J 1 costdt

0 t2

est convergente. En déduire que l'intégrale I converge.

4. Soitx > 0. Démontrer que [t — u(x, t)] est une primi-
tive de la fonction [t +— sint e™*!] sur ]0, +ool.

Dans la suite de I'exercice, on définit la fonction

F: 0,40 — R

par
“+o0
Vx>0, Fx) :J f(x,t) dt
0
Partie B. Calcul de F sur ]0, +ool

5. Démontrer que

Vx>0, |F(x)|<

x| =

En déduire la limite de F en +o0.
6. Soit a > 0. Démontrer que la fonction F est dérivable
sur [a, +ool et que

+o00
F(x) = —J sint e *" dt.
0
7. En déduire que la fonction F est dérivable sur ]0, +o0[
et déterminer une expression de F'(x) pour x > 0.
Conclure que

F(x) = T_ Arctanx.

Vx>0, >

Partie C.
On considere les fonctions Fy : [0,1] — RetF> : [0,1] = R
définies par

1 +o00
Fq(x) :J f(x,t)dt etpar Fa(x) = J] f(x,t) dt

pour tout x € [0, 1].

8. Démontrer que la fonction Fy est continue sur [0, 1].
9. Soit x € [0, 1]. Démontrer que la fonction

{t — u(:z, t)]

est intégrable sur [1, +o0[ et que

“+00
t
X +J u(xz’ ) dt.
] t

xsin1+ cos 1
R="e

10. Démontrer que la fonction F; est continue sur [0, 1].
11. En déduire que la fonction F est continue en 0, puis
déterminer la valeur de l'intégrale 1.
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<& Il — Probléme <

On se donne un entier n > 2 et on munit R™ de la norme
euclidienne canonique :

Vx=(x1,...,xn) € R, HXH:

La boule unité fermée de R™ est notée By, :
Bn={xeR": [x]| <1}

On fixe une famille réelle (a j)1<i<j<n et on considere I'ap-
plication f : By, — R définie par
xn) € R",

VXZ(X],..., f(x) =

E aqjXiX;j.

1<igi<n

L’objectif de ce probleme est d’étudier les extrema de la fonc-
tion f sur la boule By,. Pour cela, on définit la matrice symé-
trique M¢ € M, (R) en posant

VI<i<n, myi=ag;
et @
V1I<i<ij<n, mij = ;J.

La transposée d'une matrice A sera ici notée A"

Partie A. Etude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que n = 2 et que 'application
f : By — R est définie par

V (x1,%x2) € Ba, f(X],Xz)ZX%+X%+4X1X2.

1. Justifier que I'application f atteint un maximum et un
minimum sur Bj.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante simple
pour que les deux vecteurs

X1 ot X7 + 2%2
X2 2x1 +x2
soient colinéaires. Démontrer que la frontiere

S, = {(x1,xz) eR? : x§+x3 = 1}

de B, est une partie fermée de R?. En déduire que la res-
triction de f a S, atteint un maximum et un minimum
et que ces deux extrema sont atteints en des points M =
(x1,x2) tels que x, = £x1.

3. Retrouver les extrema de I'application f sur S; en étu-
diant la fonction

[t — f(cost,sint)].

4. Justifier que f est de classe ¢ et démontrer que la
fonction f n’a qu'un seul point critique dans la boule unité
ouverte

Bj = {(x1,x2) € R? : x] +x3 < 1}.

Atteint-elle un extremum local en ce point?

5. Endéduire que le maximum de f sur B, est égal a 3 et
que le minimum de f sur B, est égal a —1.

6. Vérifier que la plus grande valeur propre de My est
égale au maximum de f sur B, et que la plus petite valeur
propre de My est égale au minimum de f sur B,.

Partie B. Cas général

Dans cette partie, I'entier n est supérieur ou égal a 2. Pour
tout vecteur x = (X1y...,Xn) € By, on notera

X = (xi xn)' € M (R).

7.  Démontrer que f(x) = XT.M¢.X.
8. On suppose que S est une matrice symétrique telle
que

VxeRY f(x)=X'.S.X.

Démontrer que S = M.
9. Justifier que la matrice My est diagonalisable dans
N (R).

Dans la suite, on note A1, ..., Ay les valeurs propres de M
comptées avec leur multiplicité et on suppose que

>\1 <<)\n

On fixe également une matrice orthogonale P € GL,,(R)
telle que
M¢ = PDP!

ol
D = Diag(A1,...,An) € Ma(R).

Enfin, on note Y = P~'X € My, 1 (R).

10. Démontrer que
YT.Y =XT.X = [|x]°
11. Onsuppose que A7 < 0 < A,,. Démontrer que
M <YTDY <A,

et en déduire que Ay < f(x) < An.
12. En déduire que : siA; < 0 < Ay, alors

max f(x) = An.

min f(x) =A; et
XEB

XEBn

13. Dans le cas ot Ay > 0, déterminer le maximum et le
minimum de f sur B,,.

Partie C. Application

Dans cette derniere partie, on suppose que n > 3 et que I'ap-
plication f : By, — IR est définie par

n
Vx € Bn, f(x)= Zxﬁ—

k=1 1<i<j<n

14. Déterminer le maximum et le minimum de f sur B,,.

5 On pourra commencer par déterminer le rang de la matrice
Ms — 21,.
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< lIl — Probléeme <&

On s'intéresse ici a une marche aléatoire sur 7 : partant ini-
tialement de 0, si on se trouve sur l'entier x € 7 a l'instant
n € N, on a une chance sur deux de se trouver sur l'en-
tier (x + 1) et une chance sur deux de se trouver sur l'entier
(x — 1) alinstant (n+1).

Pour décrire ce processus, on considere une suite (Xy)xen=
de variables aléatoires mutuellement indépendantes et de
méme loi, définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) en
supposant que

N —

VkeEN*, PXy=1)=PXx=—1)=

On considere aussi la suite de variables aléatoires (Sn)nen
définie par

So=0 et VneN, Sp=) X
k=1

On définit en outre une fonction
T:Q— NU{+oo}

en posant

si Sn(w) # 0 pour tout n € N* et en posant
T(w) =min{n € N* : S;;(w) =0}

dans le cas contraire. On admet que T est une variable aléa-
toire.
Enfin, on définit deux suites réelles (pn)nen et (qn)nen en
posant

VYnelN, pn=P(S,=0)

et

qo=0 e VneN* qgn,=P(T=n)

Partie A. Calcul de p,,

On fixe un entier n € N et, pour tout k € IN*, on considere
la variable aléatoire Y définie par

_Xk+1

Yi >

On admet que (Yy)xen~ est une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes (lemme des coalitions).

Que représente la variable aléatoire S, ?

Calculer po, p1 et p2.

Justifier que pn = 0 pour tout entier impair n.

Soit k € N*. Démontrer que Yy suit une loi de Ber-
noulli de parametre 1/>.

5. Pourn > 0, donner la loi de

Zo=Yi+-+Y,

LRSS

et exprimer S,, en fonction de Z,,.
6. On suppose qu’il existe m € N tel que n = 2m. Dé-
duire de la question précédente que

~(2m L
Pam =1 ) gm-

Partie B. Fonction génératrice des p,,

On note Ry, le rayon de convergence de la série entiere
> pnx™ et f, la somme de cette série entiere sur son inter-
valle de convergence.

7. Démontrer que R, > 1.
8. Démontrer que

pan = TI(5 —4)

pour tout m € N*.
9. Déterminer un réel « tel que

Vxel-1,1[, f(x)=(1—x**

Partie C. Loide T

On note Ry, le rayon de convergence de la série entiere
> qnx™ et g, la somme de cette série entiere sur son inter-
valle de convergence. Pour tout n € N, on consideére égale-
ment la fonction gn, : R — R définie par

VxeR,

10. Calculer qy et q2.
11. Démontrer que la série ) gn converge normalement
sur [—1,1]. En déduire que Rq > 1.

gn(x) = Qan-

Dans la suite, on admet la relation

n
YneN pn= Zpkqn_k.
k=0

12. En utilisant un produit de Cauchy et la relation ad-
mise ci-dessus, démontrer que

Vxel-1,1], f(x)g(x) ="f(x)—1.

13. En déduire que

glx)=1—+v1-—x2.

Calculer le développement en série entiere de g en préci-
sant son rayon de convergence.

14. En déduire une expression de q,, pour tout n € N*.
15. En utilisant [11.] et [13.], calculer P(T = +o0). Inter-
préter le résultat.

16. La variable aléatoire T est-elle une variable aléatoire
d’espérance finie?

Vxel-1,1[,
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Solution I % Intégrale de Dirichlet
Complément a caractere culturel
La fonction sin est concave sur [0, 7], donc

Vte[0,nr], sint<t.

De plus,

Vt>1, sint<1<t.

Donc

Vt>0, sint<t.

Enfin, les deux fonctions étant impaires,

Vte R, |[sint]<]t].

Partie A.

1. Soit Mo = (x0,Yo) € U. Comme yo > 0, on peut choi-
sir 1 = Yo/, > 0 et remarquer que la boule de centre Mg
et de rayon v > 0 (pour la norme euclidienne ou pour la
norme produit par exemple) est contenue dans U. Ainsi,
U est un voisinage de chacun de ses points, c’est donc un
ouvert de R?.
Variante 1. L'ensemble U est un ouvert de R? en tant que
produit cartésien de deux intervalles ouverts.
Variante 2. L'application [(x,t) — t] est continue sur R2
(elle est linéaire et R? est un espace de dimension finie)
et I'ensemble U est 'image réciproque de l'intervalle ou-
vert ]0, +oo[ par cette application continue, donc c’est un
ouvert de R?.
a ['application linéaire [(x,t) — t] est de classe €' sur
R? et la fonction .
sint
t— —
-

est de classe €' sur ]0, +o0l, donc la composée

Préliminaires

u —J0,+co[— R

(xt)— t st

est de classe €' sur U.

L’application polynomiale [(x,t) — —xt] est de classe
%1 sur R? et la fonction exp est de classe ¢! sur R, donc
la composée

u —o R — R
(x,t) — —xt— exp(—xt)

est de classe ¢ sur U.
En tant que produit de fonctions de classe ¢!, 1a fonc-
tion f est de classe €' sur l'ouvert U.
@ Si f, fonction de classe €', atteint un maximum local
en un point My de l'ouvert U, alors le gradient V(M) est
nul. Or, en tout point M = (x,t) € U,

of

—(M) = —sint-e ¥,

ox

of tcost— (1 +xt)sint
M= 2 e

Si la premiere dérivée partielle est nulle, alors il faut que
sint = 0 et, pour que la deuxiéme dérivée partielle soit
nulle elle aussi, alors il faut que

ce qui est impossible.

La fonction f n’a donc pas de point critique sur I'ou-
vert U et par conséquent, elle n"atteint aucun maximum
local sur U.

2. Soitx > 0.

Il est clair que la fonction [t — f(x, t)] est continue sur
I'intervalle I = ]0, +ool.

Lorsque t tend vers 0, on a f(x,t) ~ 1, donc la fonction
est intégrable au voisinage de 0.

Lorsque t tend vers +oco, on a f(x,t) = O(e *') avec
x > 0, donc la fonction est intégrable au voisinage de +oo.

La fonction [t — f(x, t)] est donc intégrable sur I.

3. Soit 0 < a < b. On integre par parties sur [a, b] :

b o b
sint 1—costyb 1—cost
J dt=| | +J — 4.
ot t a Jo ot

Il est clair que

1 —cosb

lim 0
b—+o0

etcomme 1 —cost ~ t°/ lorsque t tend vers 0,

1—cosa

lim 0.
a—-+oo a

Par conséquent, I'intégrale généralisée

+o0 :
sint
I:J L
0 t

converge si, et seulement si, I'intégrale généralisée

“+o0 o
J‘ 1—cost dt

0 t?

converge et, dans ce cas, les deux intégrales sont égales.
@ La fonction

1—cost
¢ = tHT

est continue sur l'intervalle I = ]0, +oo[; elle tend vers 1/»
au voisinage de t = 0 puisque 1 — cost ~ t°/; et est claire-
ment O(1/;2) au voisinage de +oo. Cette fonction est donc
intégrable sur I et par conséquent l'intégrale généralisée

—+o00 -I o t
J Ccos dt

0 t2

converge. Donc l'intégrale I converge.

4. Soitx > 0, fixé. La fonction [t — u(x, t)] est clairement
E> sur R et

6u(x {) = xcost —sint xsint+cost| _ .
ot 14 x? 1+ x?

=sinte *t.

REMARQUE.— On a trouvé cette primitive au moyen
d’une double intégration par parties ou en prenant la par-
tie imaginaire d"une primitive de e(~x+}t,
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Partie B. Calcul de F sur ]0, +oo]
5. D’apres l'inégalité triangulaire,

+o0
IF(x)| < J 10, 1) dt.
0
Or, d’apres I'encadrement rappelé par I'énoncé,
Vt>0, |f(xt)] = ‘Sﬁ"t‘ e

Dong, par positivité de I'intégrale,

“+o00o “+o00 1
J ‘f(x,t)]dth' e Xtdt=—.
0 0 X

Ainsi, pour tout x > 0,

x| =

[F(x)| <

@ Comme '/, tend vers 0 au voisinage de +oo, on en dé-

duit que
lim F(x)=0
X—+00

en appliquant le Théoréme d’encadrement.
6. Nous allons appliquer le Théoreme de dérivation
sous |.

@ Pour tout t > 0, la fonction

[x — f(x,t)]
est clairement de classe €' sur Q = [0, +-o0[, avec

of . _
—(x,t) = —sinte
ox

xt
@ Pour tout x > 0, la fonction

[t — f(x,t)]

est intégrable sur I'intervalle I = ]0, +-o00[ par [2.] et la fonc-
tion

[t — %(x, t)}

est intégrable sur I d’apres la propriété de domination sui-
vante.
@ Pour tout x > a et tout t > 0, il est clair que

ﬁ
ox

(x,t)‘ <e 9t

Le majorant est indépendant de x € [a, +oo[ et intégrable
sur I en tant que fonction de t, donc la fonction F est bien
de classe € sur [a, +ool et

+oo of +oo
F'(x) = J —(x,t)dt = —J' sint e *" dt.
0o O0x 0

7. D’apres la question précédente, F est de classe ¢! sur

L [, +00l =10, +o00l

a>0

et pour tout x > 0,

0
On déduit de [4.] que
A . —xt t=A
VA>0, —| sinte ™ dt=[—u(xt)],_,
0

et comme u(x, A) tend vers 0 lorsque A tend vers +oo, on
en déduit que

—1
F/(X) = —(—U(X,O)) = H——Xz.
@ Comme ]0,+oo[ est un intervalle, il existe une
constante K telle que

Vx>0, F(x)=K-—Arctanx.

D’apres [5.], 1a fonction F tend vers 0 au voisinage de +oo,
donc K — 77> = 0. Par conséquent,

F(x) = T_ Arctanx.

Vx>0, >

Partie C.

8. Nous allons appliquer le Théoréeme de continuité des
fonctions définies par une intégrale.

@ Pour tout t € I = ]0,1], la fonction [x — f(x,t)] est
clairement continue sur Q = [0, 1].

@ Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable
sur I car elle est continue sur I et tend vers une limite finie,
égale a 1, lorsque t tend vers 0.

@ Enfin, quels que soientt € Tetx € Q,

[fx, 1) <e ™' < 1.

Le majorant est indépendant de x € Q et intégrable sur I

(en tant que fonction constante sur un intervalle borné).
La fonction F; est donc continue sur [0, 1].

9. Soitx € Q = [0, 1]. Il est clair que la fonction

[t o u(x,t)]

2

est continue sur I = [1, +oo[ et comme

u(x) t) _ 1/.2
tz t—)j—oo O( /t ))

elle est intégrable au voisinage de +oco. Cette fonction est
donc intégrable sur 1.

@ On integre alors par parties grace a [4.] : pour tout
A>1,

A t—A (A
J fx,t) dt = {u(i’t)} +J u(xz’ Y .
1 t=1 1 t
Il est clair que
o u(xA)
1 -
A—1>+oo A 0

et d’apres ce qui précede,

JA u(x, t) dt — J‘+°° u(x, t) dt.

lim
2

A—+o00
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Enfin, d’apres [2.] (pour x > 0) et [3.] (pour x = 0),

A “+o0
lim J f(x,t)dt = J f(x,t) dt.
A——+o0 1 1
On en déduit que
+o0o
F(x) = —u(x, 1)+ J ”(:2’ Y gt
1

pour tout x € [0, 1].
10. Comme il est clair que

[x — —u(x,1)]

est continue sur [0, 1], il reste & appliquer le Théoreme de
continuité.
@ Pour toutt € [ = [1, 400, la fonction

u
o 858
tZ
est clairement continue sur Q = [0, 1].
@ Pour tout x € [0, 1], la fonction

[t H u(x,t)]

2

est intégrable sur I d’apres [9.]
@ Pour tout x € Q, pour tout t € [0, 1],

1T+x 1<2

ST3x2 12

u(x, t)
‘ t2 ‘

Le majorant est indépendant de x € Q et évidemment in-
tégrable sur I = [1, +ool.

La fonction F; est donc bien continue sur [0, 1].
11. D’apres larelation de Chasles, F = F; +F,. D’apres les
questions précédentes, la fonction F est donc continue sur
[0, 1] et en particulier continue en 0.

Par définition et [3.], I = F(0). Comme F est continue
en 0, on en déduit que

[ = lim F(x)

x50

et on déduit enfin de [7.] que

s
1= 5
Solution I % Extrema d’une forme
quadratique
Partie A. Etude d’un exemple

1. Laboule unité fermée B, est une partie fermée et bor-
née de R?, espace vectoriel de dimension finie, donc B, est
une partie compacte.

L’application f est continue (en tant qu’application
polynomiale), donc elle atteint un maximum et un mini-
mum sur le compact B;.

2. Deux vecteurs de R? sont proportionnels si, et seule-
ment si, leur déterminant est nul. Or

X1 X1+ 2x2

_ 2 2
X2 2% + %2 =2(x7 —x3),

donc les deux vecteurs sont proportionnels si, et seule-
ment si, x3 = x3, c’est-a-dire x, = £x.

@ Soit (My)ken, une suite de points situés sur S,. On
suppose que cette suite converge vers un point L = ({1, {;)

et il faut vérifier que L € S,.

Par hypothese,
6 = lim xy, = lim yx
k—+o0 k—+o0
et
VkeN, xi+yi=1.

On en déduit que ¢4 + (3 = 1 etdonc que L € S5.

@ La partie S, est donc fermée. Elle est aussi bornée
(puisqu’elle est contenue dans la boule B,) et comme R2
est un espace de dimension finie, la partie S, est une partie
compacte.

Comme la fonction f est continue (elle est polyno-
miale), elle est bornée et atteint ses bornes sur le compact
S,.

@ Le cercle S, est une ligne de niveau d’une fonction g
de classe €' sur R? :

Sz = [g(x1,x2) =0]
En tout point M = (x1,%x2) € Sy, le gradient de g est diffé-
rent du vecteur nul car les dérivées partielles

g g
—2 9 -4
aX1 X1 aXZ

ol g(x1,x2) :x%—i—x%—l.

= 2X2

ne peuvent pas s’annuler en méme temps (l'origine O
n’appartient pas au cercle S3).

Par conséquent, si la restriction a S, de la fonction f
atteint un extremum en un point M, alors les deux gra-
dients

_ 9. X7 + 2%2 _ 4 (X1
e O R

doivent étre proportionnels. Il faut donc que x, = £x7 et
comme x? + x3 = 1, les seules possibilités sont les sui-
vantes :
On en déduit que le maximum de f sur S; est égal a 3 et
que son minimum est égal a —1.

3. Lorsque t varie de 0 a 2m, le couple (cost,sint) par-
court le cercle unité S,. Par conséquent, les extrema de la

restriction a S, de f sont aussi les extrema de
g = [t — f(cost,sint)]

sur [0, 271].
Pour tout t € [0, 27,

g(t)=1+2sin2t

donc
t) = g(4) =
tg}fl;ﬂ]g() g(a) =3
et min g(t) =g(3v) =—1.

te[0,27]
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Autrement dit

max
(x1,x2)€S2

LS
25
I

1, %2) = f(

et min
(x1,x2)€S>

4. La fonction f est de classe ¢ sur l'ouvert B} en tant
qu’application polynomiale.
Comme

of

=4x; +2X2,
aX1

0
—(x1,%x2) =2x1+4x2 etque —(x1,x2)
aXZ

le point (x1,x;) est critique si, et seulement si,

X1 + 2x2 =0
2x1 + x2 =0"

La fonction f a donc un seul point critique sur 'ouvert B} :
il s’agit de l'origine (0, 0).
La hessienne de f est la méme en tout point de R? :

VM eB;, Hi(M)= (i 421) .
Cette matrice est symétrique réelle, donc elle est diagona-
lisable et ses valeurs propres sont réelles. Son déterminant
est strictement négatif (—12), donc elle admet une valeur
propre strictement positive et une valeur propre stricte-
ment négative. Par conséquent, f(O) n’est pas un extre-
mum local.
Variante — 1l est clair que f(x,0) = x* > 0 et que
f(x,—x) = —2x? < 0 pour tout x # 0, donc f(O) n’est
ni un maximum local, ni un minimum local.
5. Onsait [1.] que 'application f atteint un maximum et
un minimum sur B,. Comme

2

B> :Szl_lBé,

il n'y a que deux possibilités : ou bien f atteint son maxi-
mum sur 'ouvert B/, ou bien f atteint son maximum sur
la frontiere S, (idem pour le minimum).

Comme f est de classe €', si elle atteint un extremum
en un point de l'ouvert B}, c’est nécessairement en un point
critique et d’apres la question précédente, cet extremum
est égal a f(0,0) = 0.

Or f prend les valeurs 3 > 0 et —1 < 0 sur S,, donc
f n’atteint ni son minimum, ni son maximum a l'origine.
Par conséquent, f atteint son maximum et son minimum
sur S,. D’apres [3.],

max f(x) = max f(x) =3
X€B>2 XES

et min f(x) = min f(x) = —1.
XEB2 XES>

6. Ici, la matrice M est égale a

(; %) =2L—-]>

M+12:(§ ;) et M—312=(_22 _22)

donc

donc les valeurs propres de My sont —1 et 3, avec

V2
KerMs+1)=R- (ﬁ/z)

V2.
- (ﬁ/i) !

ce qui a un petit air de déja vu...

Ker(M; —31,) =

Partie B.
7. D’apres les regles du produit matriciel,

E E X{MY, 5 X5

i=1j=1

Cas général

XT.M;.X

c’est-a-dire

Zm1 1X + Z mi jXiXj +

1<i<ign

> M

1<j<ign

ou encore (en changeant d’indices dans la derniére
somme)

E mi, 1Lx + E my jXiXj + E my iXiXj.
1<i<ign 1<i<jisn
Comme la matrice M est symétrique, on en déduit que

Zmnx +2 Z mijxix; = f(x).

1<i<ign

XT.M;.X

8. Quelles que soient les colonnes X et Y,

X" MeX =XT.8.X,
YT MY =YT.SY,
Me(X+Y)=X+Y)T

X+Y)" S.X+Y).

En développant la troisieme égalité et en la simplifiant a
I'aide des deux premiéres égalitées, on obtient

YT Me X+ XT MY =YT.S.X+XT.S.Y.

Toute matrice de 9t (R) étant symétrique, on déduit de la
symétrie de M¢ que

XTMeY = (X" MeY)T =YT M X =YT.Me X,

Comme S est symétrique elle aussi, on en déduit que

VX, YeEM(R), Y .MeX=Y.SX.

En faisant varier X et Y dans la base canonique de
M1 1(R), on en déduit que
VIi<ijsn, Me(i,j) =S(i,))

et donc que M =S.

9. Lamatrice My est symétrique réelle, donc elle est dia-
gonalisable (Théoreme spectral) et il existe méme une ma-
trice orthogonale Q telle que Q~'M;Q soit diagonale.
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10. Tout d’abord,
n
XTX =3 x2=|x|*
i=1

D’autre part, comme P est orthogonale, on a
et par conséquent

YLY=P 'X)".(P'X)=X".(PPT)X =X .X.
11. Par hypothese,

V1<k<n, A <Ak < An.

Comme les y2 sont positifs,

VI<k<n, Ayp <Ays <Awui

et en sommant

n

mn
A1 Zyﬁ < Z Ay = Y'DY <A, Z‘Ji
k=1 k=1 k=1

Or, d’apres la question précédente,
n
Yy =YTy=x"X<1
k=1

puisque x € By,.
Comme A, > 0etA; <0, on en déduit que

M <A x]F et Anllx]? < An.
Ainsi
A <YT.DY < A,
a D’apres [7.],

f(x) = XT.M¢.X
=X"(PDP "X = (P 'X)".D.(P7'X)
=Y'.D.Y.

12. Pour les mémes raisons qu’en [1.], la fonction f atteint
un maximum et un minimum sur B,,. D’apreés la question
précédente,

et 3 < max f(x).

min f(x) < —1
XEB

XEBn

Comme A7 et A, sont des valeurs propres de My, il

existe des vecteurs propres x; et x,, de M¢ associés respec-

tivement a A7 et a A. On peut supposer que ces vecteurs
propres sont des vecteurs unitaires :

X7 € Bn Xn € Bn

(puisque tout vecteur proportionnel a un vecteur propre
est encore un vecteur propre).
Alors

fx1) = XT . Me.Xs = XT.(MX1) =M x> = Aq

et de méme f(x,) = A,. Par conséquent,

max f(x) = 3.

min f(x) =—1 et
XEB

XEBn

13. L'étude précédente est encore valable pour le maxi-
mum :

max f(x) = An.

XEBn
En revanche, la minoration du [11.] est fausse puisque A;
est positive. On a cette fois

Vx€By, 0<M|x|*<f(x)

et comme f(0) = 0, on en déduit que

min f(x) = 0.
XEBn

Partie C.

14. Ici, la matrice M est constituée de 1 (sur la diagonale)
et de —1 (en dehors de la diagonale) si bien que M¢ — 21,
est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a —1.

Comme rg(M¢ — 21, ) = 1, cette matrice admet 0 pour
valeur propre avec un sous-espace propre de dimension
(n—1). Lautre valeur propre est donc donnée par la trace :
—n est I'autre valeur propre de (M¢ — 21,,).

Tout vecteur propre de (M — 2I,,) est aussi un vec-
teur propre de I,,, donc de M. Les valeurs propres de My
s’en déduisent :

Application

SpM¢={-n+2 ; 2}.

Comme n > 3, on en déduit que

M= =Mg=—"n+2<0<A, =2
et donc que

?euBIl flx)=—m+2 et gaBi(l f(ix)=2
d’apres [12.]

REMARQUE.— La matrice My est donc un polyndme en

Jn
M¢ = —Jn + 21,

donc chaque vecteur propre de J,, est aussi un vecteur
propre de M¢. On en déduit que I'’hyperplan propre as-
socié a 2 admet

X1+ -+ Xn = 0]

pour équation et la droite propre associée a (2 — n) est di-
rigée par la colonne

a - .

On retrouve alors les valeurs extrémes de f en choisissant
des vecteurs propres unitaires, comme

(2

P ()
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Solution Il % Retour a l'origine d’une

marche aléatoire

Complément a caractere culturel
@ S’il existe n € N* tel que Sy, (w) =0, alors 'ensemble

{neN*: Sy(w)=0}

est une partie non vide de IN et admet de ce fait un plus
petit élément. L'application T est donc bien définie.

@ ]l reste a vérifier que T est bien une variable aléatoire
sur (Q, A). Pour cela, il faut d’abord remarquer que

YVneN* [S,=0¢€A4

puisque S, est une variable aléatoire. On en déduit que

YnelN* [Sp,=0°€A4

puisqu’une tribu est stable par passage au complémen-
taire.
D’une part,

[T=+ool= (] Sn=0F€A

nelN*

en tant qu'intersection dénombrable d’événements.
D’autre part, pour tout entiern > 1,

T=n]=[S;=0°N--N[Sn1=0N[Sn=0€ A
en tant qu’intersection d’un nombre fini d’événéments.

Partie A.

1. Chaque variable Xy représente le déplacement effectué
entre l'instant (k — 1) et l'instant k, la variable Sy, repré-
sente donc la position a 'instant n.

2. Comme Sp(w) =0 pour tout w € O, ona

Calcul de p,,

Po=P(So=0)=P(Q)=1.
Comme S7(w) = X;(w) # 0 pour tout w € O, on a
p1=P(S1 = 0)=P(g) =0.

Enfin, en décomposant sur le systeme complet d’évé-
nements ([X; = 1], [X; = —1]),

[S2 =0] = [X; =—X;]
= [X; :1,X2:—1]|_|[X1 :—],XZZH.

Comme les variables aléatoires X7 et X; sont indépen-
dantes et suivent la loi de Bernoulli %(1/2),

p2=PXi =1)PXa =-1)+P(X; =-1)P(Xz =1)

3. Comme Xy (w) = %1, les deux ensembles
{T<k<n: Xe(w) =1} et {I<k<n: Xe(w) =—1}

définissent une partition de {1,...,n}. La somme de leurs
cardinaux est donc égale a n.

Si S, (w) =0, alors ces deux ensembles ont méme car-
dinal m et par conséquent, n = 2m est un entier pair.

Par contraposée, sin est impair, alors [S,, = 0] est vide
et par conséquent p,, = 0.
4. Comme Xy prend les valeurs £1, alors Yy prend les
valeurs (£1 4 1)/2, c’est-a-dire 0 ou 1 avec

Vi=1l=Xe=1] et [Yi=0=[Xx=-1l.

Donc Yy suit bien une loi de Bernoulli. Le parametre de
cette loi est

5. Remarque a caractere culturel

Il existe une fonction (affine!) f telle que Yi = f(X)
pour tout k > 1. Comme les variables aléatoires Xy sont
mutuellement indépendantes et de méme loi, les variables
aléatoires Yy sont mutuellement indépendantes (lemme
des coalitions) et de méme loi (c’est la méme fonction f
pour toutes les variables).

@ En tant que somme de n variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi de Bernoulli %4(1/,), la variable Z,,
suit la loi binomiale £(n, 1/2).

@ Puisque Xy =2Yy —1,

Sn :i(ZYj —1) _2<iYk) —n=2Z, —n.

k=1 k=1
6. D’apres la question précédente,

et comme Z;,, suit la loi binomiale £(2m, 1/2),

~(2m\ 1T 1 [(2m
P =\ ) 2am T g \(m )0
REMARQUE.— On peut donner une interprétation combi-
natoire de cette expression : on choisit m indices parmi les
n = 2m indices pour situer les montées; chacune des m

montées est effectuée avec la probabilité 1/> et chacune des
m descentes est effectuée avec la probabilité /5.

Partie B.
7. Comme p, est une probabilité, on a évidemment

Fonction génératrice des p,,

n

VneN,Vo<x<1, 0<ppx™<x™

Pour 0 < x < 1, la série géométrique ) x™ est conver-
gente, donc la série }_ pnx™ est convergente (par compa-
raison).

Comme la série entiere ) p,x™ converge au moins

sur |0, 1[, cela prouve que le rayon de convergence est au
moins égal a 1.
REMARQUE.— Le rapport du jury indique que de nom-
breux candidats ont cru que la série Y p, était conver-
gente. Cela s’explique par une lecture inattentive du titre
de la partie : la fonction f est bien une fonction génératrice,
mais ce n’est pas la fonction génératrice d’une variable
aléatoire! En effet, les événements [S,, = 0] ne constituent
pas le systeme complet d’événements associés a une va-
riable aléatoire...
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8. Pourtoutm >1,

e 1+2k—2
™ ——k+1
(5 k) = [{ ;
zzimH(zk—n
k=1
1 2k(2k—1)
_z_mH 2k
k=1
(2m)!
2m,(2mml)

et on retrouve ainsi I'expression de p,m calculée au [7.]
9. On sait que

Vuel-1,1[, (1+uw)* Zcmu
avecco = 1l et
1) (o — 1
Yms1, cm:oc(oc Yoo (e —m+ ).
m!
Pour x € ]—1,1[,ona —1 < —x? < 0 et donc
“+oo
(1—x2 Z Cm(— = Z (=1)™emx?™.
m=0

Or, d’apres [7.] et [3.],
Vxel-1,1[, f(x

Z pZmX

et d’apres la question précédente, pormy = (—1)™cm pour

062—1/2.
On a donc
1
Vxel-1,1[, f(x)= .
(x) T
Partie C. Loide T
10. Ona
g1 =P(T=1)=P(§;=0)
q2 =P(T=2)=P(S$1 #0,5, =0)
et d’apres [2.]
qi =0, q2 = z

11. Pour tout x € [—1,1], il est clair que

Vn>1, ‘Qn(x)‘<Qn=P(T=n)-
On a trouvé un majorant indépendant de x € [—1,1].
Comme les événements [T = n] sont deux a deux dis-

joints, la série ) P(T = n) est convergente (o0-additivité de
P), donc la série de fonctions ) g, converge normalement
sur le segment [—1, 1].

@ En particulier, la série }_ gn(x) converge absolument
pour tout |x| < 1, ce qui prouve que le rayon de conver-
gence R est au moins égal a 1.

12. Le produit de Cauchy des séries entieres ) pnx™ et
> qnx" estla série entiere ) w,x™ définie par

n
VnelN, w,= ZPan—k-
k=0

D’apres [7.], ona R, > 1 et d’aprés [11.], on a Ry > 1. Par
conséquent, pour x| < 1 (au moins!), la série }_ w,x™ est
absolument convergente et

+oo +oo
anxn: (anxn) (Z qnXx ) = f(x)g(x).
n=0 n=0
D’apres I'énoncé,

En outre, wo = poqo = 0 (puisque qo = 0), donc

Wn = Pn-

+oo
Vxel- anx anxn =f(x) —po
n=1
=f(x)—1. (par [2.])
On en déduit que
Vxel-1,1[, f(x)g(x)="F(x)—1.

13. On connait I'expression de f(x) depuis [12.] et on dé-
duit de la question précédente que

— /1 —x2.

w Le développement en série entiere de (1 + u)'/? est
connu, son rayon de convergence est égal a 1 et les coef-
ficients sont donnés par la formule rappelée au [9.] Cette
fois, a = 1/2 et, pour toutn > 1,

Vxel-1,1, g(x)=1

L1332
o 2nnl
_(=nn!
f?n!.[] 3. (2n—3)]
(1™ '(2n—2)

T2 T nlm 1)

avec ¢co = 1 bien s(ir.
Pour|x| < 1,onau=—x% €]—

+oo
VIi—x2=1+ Z Cn(—xH)™
n=1

= (2n —2)!

1, 1[ et donc

-1— 2N
22n=1 . nl(n—1)!
n=1
Par conséquent,
+o00 2
— Zn 2 X
1—x2= Z )l 22T

pour tout x € |—1,1[.

14. Comme le rayon de convergence est strictement posi-
tif (il est égal a 1), on peut invoquer 1'unicité du dévelop-
pement en série entiére. On déduit de 1’expression précé-
dente que

q():O, VTLE]N, q2n+1 =0



MP  Composition du 22 mars 2023

11

et que
B (2n —2)!
on = T
15. Par[11.], la fonction g est continue sur [—1, 1]. En par-
ticulier,

vyn>1,

Y qn=g()=lim1—y1-x2=1.

<
x—1

Q= [T =+oo]U |_| [T=nl
neN+
et par o-additivité de P,

+oo
1=P(Q)=P(T=+00)+ ) gn.

n=1

On en déduit que P(T = +oo) = 0, ce qui signifie que,
pour presque tout w € Q, il existe au moins un entier
n > 1tel que Sn(w) =0.
16. Comme g est la fonction génératrice de T, on sait que
T est une variable aléatoire d’espérance finie si, et seule-
ment si, g est dérivable au point 1.

Pour 0 < x < 1, on déduit de [13.] que

9(1)—9(X)1—(1—\/1—x2)\/1+x

1—x 1—x 1—x

Cela prouve que g n’est pas dérivable au point 1 (le taux
d’accroissement tend vers -+oo) et donc que T n’est pas une
variable aléatoire d’espérance finie.



