Intégrales

Démontrer la convergence de
Vérifier que
En déduire la valeur de 1.

. La fonction

Int

est évidemment continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[. Lorsque t tend vers 0,

Lorsque t tend vers 1,
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La fonction f admet donc un prolongement continu sur le segment [0, 1] (en posant f(0) = 0
et f(1) = —1), donc elle est intégrable sur ]0, 1[.

REMARQUE.— Seul le prolongement de f est intégrable sur le segment [0, 1], car f elle-méme
n’est pas définie sur le segment [0, 1], mais seulement sur 1'ouvert |0, 1[.

a La fonction ¢ = [x — t = e™*] réalise une bijection de classe ¢ de l'intervalle ]0, 1]
sur l'intervalle 10, +oco[. Comme f(t) est intégrable sur ]0, 1, le Théoréme du changement
de variable nous assure que
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est intégrable sur ]0, +oco[ et que
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@ Puisque la fonction
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est intégrable sur |0, +oc0[, on sait que
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Comme les deux fonctions
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sont intégrables sur [, +o0o[ (continues sur cet intervalle et o(e™™) au voisinage de +00), on
peut invoquer la linéarité de I'intégrale :
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Le changement de variable AFFINE y = 2x dans la derniére intégrale nous donne :
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@  Pour tout ¢ > 0 et tout x € [g, 2¢],
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En intégrant sur [e, 2¢], on en déduit que
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et, par encadrement, que [ = {n 2.
Variante 1. La fonction [x — (e™* — 1)/x] est continue sur ]0, +oo[ et tend vers —1 au voi-

sinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage de 0. Par linéarité de 'intégrale, on en
déduit que
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Par conséquent, en vertu de 1’Astuce taupinale,
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(On prendra soin de ne jamais invoquer la linéarité pour des intégrales divergentes!)

Variante 2. La fonction g = [x — e */x] est continue sur ]0, +oco[ et g(x) ~ 1/« au voisinage
de 0. Comme la fonction [x — 1/] est continue et positive mais pas intégrable au voisinage

de 0, on en déduit que
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(Théoreme d’intégration des ordres de grandeurs, version divergente).
Mais cela nous conduit a
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ce qui ne nous permet pas de conclure !



