RMS 2023 [CCINP 1285]

On considere la matrice A € M, (R) (ot v > 2) pour laquelle a; 5 = 1sii =1
ouj =Tet ay; = 0sinon.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

Déterminer les éléments propres de A.

Calculer le déterminant de A.

La matrice

1

1
0—20

est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle (Théoreme spectral).

% La seconde question est la seule intéressante! Nous allons en présenter deux
solutions. Un court rappel pour comprendre la premiére : si un endomorphisme u est
diagonalisable, alors

E= P Ker(u—Al).
A€Sp(u)

Siu n'est pas inversible, alors A = 0 € Sp(u) et si w n'est pas identiquement nul,
alors il admet au moins une valeur propre non nulle.
Si Ao est une valeur propre non nulle de w et xo, un vecteur propre de u associé

a Ao, alors
1

1
Xo = o ~u(xo) :u(% -xo) € Imu.

Par conséquent,

E=Keruo® ( Ker(u—AIE)).

AeSp(u)\{0}

Clmu

Comme w est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, le Théoréme
du rang nous assure que

Imu = @ Ker(u—ATg)
A€Sp(u)\{0}

et donc que E = Keru @ Imu.

Une derniere précision : cette derniére propriété n’est pas réservée aux endo-
morphismes diagonalisables ! On peut démontrer qu’elle équivaut au fait que Keru =
Keru? ou, si on préfere, au fait que le sous-espace propre associé a 0 soit égal au sous-
espace caractéristique associé a 0 ou encore au fait que la multiplicité de O comme
racine du polyndme caractéristique soit inférieure a 1.

Et maintenant, reprenons !

Premiére version : on considere 'endomorphisme u € L(IR™) canoni-
quement associé a la matrice A. Il est clair que le rang de u est égala 2 :

Imu = Vect(u(eq),u(ez)) = Vect(ey + -+ en, €1)
etque,sin > 3,
Keru = Ker(u—0-1g) = Vect(ez — e2,...,en —€2).

(Pour n = 2, le noyau de u est réduit au vecteur nul. On y reviendra a la
question suivante!)
Comme u est diagonalisable, alors

E=Keru®dImu



et comme le plan P = Imu est stable par u, on peut définir 'endomorphisme
v € L(P) induit par restriction de u au plan P. Les valeurs propres non nulles
de u sont alors les valeurs propres de v et les vecteurs propres de u associés a
des valeurs propres non nulles sont les vecteurs propres de v.

Le plan P admet une base naturelle : #p = (u(e1 )y u(ez)) et comme

n

u(u(er)) =uler) + Zu(ek) =u(er) + (n—Tulez)
k=2

u(u(ez)) =u(e),

la matrice de v relative a cette base %&p est

1 1
AP:(n—] 0)'

On en déduit que les valeurs propres non nulles de A (c’est-a-dire les valeurs
propres de Ap) sont les racines du polynéme

X2 —X—(n=1)

c’est-a-dire
14++v4n -3
—

Cette expression moche n’est pas un probleme! En effet, les vecteurs propres
associés a ces valeurs propres (qui sont des vecteurs propres aussi bien pour
u que pour v, tout est la!) sont représentés dans la base #p par les vecteurs

non nuls du noyau de
1T—A 1
Ap—)\Iz—<n1 7\).

11 suffit de regarder la premiere ligne de cette matrice (dont le rang est égal a 1
puisque A est une valeur propre de Ap...) pour en déduire que les vecteurs
propres de Ap associés a la valeur propre A sont proportionnels a

()

et on en déduit que
Ker(u—ATe) =R [u(er) + (A= 1) ulez)] =R[A-er + ) e].
k=2

Deuxiéme version : Comme la dimension du sous-espace propre associé
a la valeur propre 0 (alias le noyau) est égale a (n — 2), la somme des dimen-
sions des autres sous-espaces propres est égale a 2 et il y a donc au plus deux
valeurs propres non nulles (peut-étre une valeur propre double?). Comme A
est diagonalisable, son polynome minimal est scindé a racines simples et par
conséquent son degré est au plus égal a 3. (De plus, comme 0 € Sp(A), le
terme constant du polyndme minimal est nul.)

On prend le temps de poser le calcul :

n 1—1 2Zn—1 n—n
A2 — 1T 1—1 ) A3 — n 1T—1
] ]
1T 1—1 n 1T—1
si bien que la famille (I,,, A, A?) est libre et que
A3 =A%+ (n—T1A,
ce qui prouve que le polyndme minimal de A est égal a

X3 —X?—(n—1)X.



On en déduit sans difficulté les trois valeurs propres de A et les sous-
espaces propres comme plus haut.

# La dimension des sous-espaces propres nous permet d’en déduire que le poly-
nome caractéristique de A est égal a

XM 2(X=X—(n—1)).

Comme le rang de A est égal a 2, il n’y a que deux cas possibles :
— sin > 3, alors la matrice A n’est pas inversible et det A =0;
— sin =2, alors

11

det A = ‘1 0

!



