Séries entieres [96]

[96.1] Soient v > 0 et n € N. Pour tout k € IN, la fonction uy définie par
Vitel0,27t], w(t) = aprietlcmt
est continue sur le segment [0, 271]. De plus,
vt e 0,27, ‘uk(t)’ = |ay|r®

et comme le rayon de convergence de la série entiere )_ ayz* est infini,
la série 5 ayr* est absolument convergente, donc la série de fonctions
> uy converge normalement sur le segment [0, 2.

Par conséquent, la fonction S, définie par

+o00
Vte(0,2m, Sa(t)=) u(t)=S(re)e ™
k=0

est continue sur le segment [0, 1], ce qui prouve I’existence de l'intégrale,
et on peut intégrer terme a terme :

27 400 27 +00 2n
J Sa(t)dt = Z J we (t) dt = Z akrkj ettt 4t = 2mra, 1.
0 k=00 k=0 0

On a ainsi démontré que

1 27 ) -
Vn (S IN, VT > O, an = zﬂrn JO S(T-elt)e int dt.

REMARQUE.— La fonction S, n’est pas la somme d’une série entiere :
il faut donc appliquer la théorie des séries de fonctions pour justifier
I'intégration terme a terme, la théorie des séries entieres ne sulffit pas.
[96.2] Supposons que la fonction S soit bornée sur C : il existe donc un
réel M > 0 tel que

Vze @, [Sit)<M

et par conséquent,
VneN, Vr>0,Vtel0,2n], |[S(re')e ™| <M.
On déduit alors de 1'inégalité de la moyenne que

1
YVneN, Vr>0, |ay < ﬁ(ZTCM).
Comme 1 est quelconque, on peut faire tendre r vers +co : comme 1™
tend vers +oo pour tout n > 1 (mais pas pour n = 0...), on déduit de cet
encadrement que a,, = 0 pour tout n > 1. Par conséquent, la fonction S
est constante (théoreme de Liouville) :

VzeC, S(z) = ao.

[96.3] On sait que la fonction cos est développable en série entiere avec
un rayon de convergence infini :

VzeC, cosz= f (;”TZZ“
n=0 ( T‘L).

On sait aussi que cette fonction est bornée sur IR mais pas constante.
IIn’y a pas de contradiction avec ce qui précede, car cos est bornée
sur R, mais pas sur C! En effet,

VteR, cos(it)=cht.



