Séries entieres [84.3]

a Soit x, une fonction développable en série entiere au voisinage de
0:1il existe donc un réel R > 0 et une suite (an )nen tels que

+oo
Vtel-R,R[, x(t)=) ant™
n=0

Comme R > 0, la fonction x est de classe € et on peut dériver terme a
terme :

+00 +o0
(M=) (n+Danat® o= ) (n+Dnaut"
n=0 n=0

donc x vérifie 'équation différentielle
4t (1) + 2/ (1) +x(t) =0 (%)

sur l'intervalle ]—R, R[ si, et seulement si,

+o00
Vtel-RR[, ) ([Am+Tn+2n+1]ans +an)t" =0.

n=0

Le premier membre est la somme d’une série entiére dont le rayon de
convergence est supérieur a R > 0 (et donc strictement positif) ; le se-
cond membre est une fonction constante, donc développable en série
entiere. Par unicité du développement en série entiére, on en déduit
que

—1

VnEN, i = ST o

et donc que
(=D"
(2n)!

Le rayon de convergence de la série entiere
> G
(2n)!
est infini puisque le terme général est borné pour tout t € R.
On en déduit qu'une fonction développable en série entiére x est

solution sur R de I’équation différentielle (x) si, et seulement si, il existe
ao € R tel que

VneN, an= ap.

+oo (—])n
VteR, x(t)=ap t".
= (2n)!
En particulier,
+oo (—1)n

(Vt)®™ = ag cos Vt.

Ces solutions de (*) suggerent le changement de variable que nous al-
lons maintenant effectuer.



a  La fonction ¢ = [t — V/t] est une bijection ¢ de I =0, +oo[ sur
I, dont la réciproque : [u — u?] est aussi ¢ sur L. Par conséquent, la
relation x = yog équivautay = xo@ ' (ce qui signifie que la fonctiony
peut étre définie a partir de x et d'un changement de variable) et prouve

que x est de classe €2 sur I si, et seulement si, y est de classe ¢ sur I.
De plus, pour tout t > 0,

’ _ 1 ’ " _] " _ | ’
CEE VI CIIRCES SUCES D
donc

44x" (1) 4+ 2% () + x(t) = y" (V) +y(Vt) = [(y" +y) o @](1).

Comme ¢ réalise une bijection de I sur I, on en déduit que x est solution
de (x) sur I si, et seulement si,

Vuel, y”(u)+ylu) =0.

()

Les solutions de cette équation sont connues! Une fonction y est
solution de (1) sur I si, et seulement si, il existe deux constantes ag et bg
telles que

Yuel y(u)=apcosu+ bgsinu.

Par conséquent, x est une solution de () sur I si, et seulement si, il existe
deux constantes a et by telles que

vtel «x(t)=

y(Vt) = ap cos vt + by sin V1.

REMARQUE.— Il est évident que la fonction [t — cos V1| est continue
sur R et de classe € sur ]0, +-o0[, mais il n’est pas évident qu’elle soit
de classe € sur R, . Les calculs de la premiere partie prouvent qu’elle
peut étre prolongée en une fonction développable en série entiére sur
R et en particulier qu’elle est bien de classe € sur [0, +oco[!

Pour tracer le graphe de ce prolongement, il suffit de remarquer
que, pour t <0,

[ O D e L i (VA=
HZ:O (2n)! *é (2n)! 2 (2n)! =chv=t

n=0

En revanche, la fonction [t — sin/t] n’est pas prolongeable en
une fonction développable en série entiere au voisinage de 1’origine :
son graphe admet une tangente verticale a ’origine.

—  cosv/t
- chy/—t
gl' — sinv1 |
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Taille de la fenétre
minx, maxx = -10, 100
miny, maxy = -1.1, 10
plt.xlim(minx, xmax=maxx)
plt.ylim(miny, ymax=maxy)

# axe des abscisses
plt.plot([minx, maxx], [0,0], ’gray’)
# axe des ordonnées
plt.plot([0,0], [miny, maxy], ’gray’)

# échantillons des abscisses
x1 = np.linspace(0, maxx, 500)
x2 = np.linspace(minx, 0, 50)

# échantillons des ordonnées
y1 = np.cos(np.sqrt(x1))

y2 = np.cosh(np.sqrt(-x2))
y3 = np.sin(np.sqrt(x1))

# Pour coder les légendes en TeX
plt.rc(Ctext’, usetex=True)

plt.plot(xl, y1, ’r’, label=’$\cos\sqrt t$’)
plt.plot(x2, y2, ’r--’, label=’$\mathrm{chI\sqrt{-t}$’)
plt.plot(xl, y3, ’b’, label=’$\sin\sqrt t$’)

plt.legend ()

plt.show()




