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Soient (E, ||-||), un espace vectoriel normé et V et W, deux sous-espaces
supplémentaires dans E. On suppose que V est de dimension finie.
Démontrer que 'application N définie par

VxeW, N(x) = ig\f/||x+v||
v

est une norme sur le sous-espace W.

@ Soit x € W. L'ensemble
{lIx+v|, ve V}

est une partie non vide (puisque V contient v = Og) et minorée (par 0) de
R, donc elle admet une borne inférieure et cette borne inférieure est un réel
positif.
Donc I'application N est bien définie de W dans R, .
-  (Homogénéité)
SiA # 0, alors I'application [w — Aw] est une bijection de V dans V, donc

{IAx+v|, ve V} = {Ax+aw|, w e V}
~ - (I +wl, we V).

Comme le facteur |A| est positif et indépendant du parametre w, on en déduit
que
inf{[|[Ax +v||, v e V} = [Alinf{||x +w]||, w € V}

et donc que
N(Ax) = |A| N(x).

SiA = 0, il est clair que les deux membres de I'inégalité sont nuls et
I'inégalité est donc encore vraie.
@ (Séparation des points)
Supposons que N(x) = 0 pour un vecteur x € W. Par définition de la
borne inférieure, il existe une suite (v )nen de vecteurs de V telle que
lim |x +vn| =0.
n—-+oo
Cela signifie que la suite (vn )nen converge vers le vecteur —x.
Comme W est un espace vectoriel et que x € W, le vecteur —x appartient
aw.
Comme V est un espace vectoriel de dimension finie, c’est donc une par-
tie fermée de E, donc le vecteur —x appartient aussia V.
Or V et W sont supplémentaires dans E, donc x = O¢.
a  (Inégalité triangulaire)
Quels que soient les vecteurs x et y dans W, uetv dans V,

Iy + vl < fx+uf 4y + v =
La borne inférieure étant un minorant, on en déduit que
VuveV, Nx+y) < x+ufl+y+v—u
et donc que
VaveV, Nix+y) —[x+ul < fy+v—w].

Le minorant est indépendant de v € V, on peut donc passer a la borne infé-
rieure :
vueV, Nx+y)—|x+u| < ig\f/”y +(v—u)l.
Y

Comme la translation [v — v —u] est une bijection de V sur V, on en déduit
que
YueV, Nx+y)—[x+ul <N(y)



c’est-a-dire
VueV, Nx+y)—Ny) <|[x+u.

Cette fois encore, le minorant est indépendant du parametre u € V, donc on
peut passer a la borne inférieure :

N(x+y) = N(y) < N(x).

@ Conclusion : I'application N est bien une norme sur W.



