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Soient E, un espace vectoriel de dimension finie (non nulle) surK (avecK = R
ouK = C) et V , un sous-espace de L(E) tel que

V \ {ωE} ⊂ GL(E). (⋆)

1❧ Démontrer que dimV ⩽ dimE.
2❧ SiK = C, démontrer que dimV ⩽ 1.
3❧ La majoration précédente est-elle encore vraie pourK = R?

1❧ Soit n = dimE. Si dimV > n, alors il existe une famille libre

(f1, . . . , fn, fn+1)

dans V et comme dimE = n, alors la famille(
f1(x), . . . , fn(x), fn+1(x)

)
est liée, quel que soit le vecteur x ∈ E.

Choisissons un vecteur x0 ̸= 0E en particulier. Comme la famille(
f1(x0), . . . , fn(x0), fn+1(x0)

)
est liée, il existe une famille de scalaires (αk)1⩽k⩽n+1 non tous nuls telle que
l’endomorphisme

n+1∑
k=1

αk · fk ∈ V

ne soit pas injectif (son noyau contient le vecteur x0 ̸= 0E) et n’est pas identi-
quement nul (puisque les scalaires αk ne sont pas tous nuls et que la famille
(fk)1⩽k⩽n+1 est libre).

Cela contredit (⋆). Par conséquent, dimV ⩽ dimE.
2❧ On suppose ici queK = C.

Si f et g sont deux vecteurs non nuls de V , ce sont deux automorphismes
de E (⋆) et, en tant qu’endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de di-
mension finie (non nulle), le spectre de la composée f ◦ g−1 n’est pas vide (son
polynôme minimal, de degré 1 ⩽ d ⩽ n, est scindé dans C[X]).

Il existe donc λ0 ∈ C tel que l’endomorphisme f ◦ g−1 − λ · IE ne soit pas
injectif. Comme g est un automorphisme, on en déduit que l’endomorphisme

f− λ · g = (f ◦ g−1 − λ d IE) ◦ g

n’est pas injectif. Or f − λ · g ∈ V (puisque V est un espace vectoriel). Donc
f = λ · g (⋆).

On a ainsi démontré que toute famille de deux vecteurs non nuls de V
était liée. Par conséquent, dimV ⩽ 1.

✍ Il est clair que la droite vectorielle V = C · f vérifie (⋆) quel que soit l’automor-
phisme f de E.

Mais le sous-espace V = {ωE} vérifie aussi (⋆) !
Il existe donc des sous-espaces vectoriels V vérifiant (⋆) dont la dimension est

nulle ou égale à 1 — et il n’y en a pas d’autres.

3❧ Avant de donner une démonstration rédigée, commençons pas présenter
le chemin qui y mène.

✍ Dans R[X], il existe des polynômes de degré 2 qui ne sont pas scindés et si
le polynôme minimal d’un endomorphisme n’est pas scindé, alors le spectre de cet
endomorphisme est vide.

Les endomorphismes les plus simples dont le spectre soit vide sont les rotations
d’angle θ tel que sin θ ̸= 0.



Avec les précautions évidentes,

α · f+ β · g =
(
(f ◦ g−1) −

−β

α
· IE

)
◦ (α · g).

Si on choisit f et g de telle sorte que le spectre de f ◦ g−1 soit vide, la combinaison
linéaire α · f+ β · g sera tantôt un automorphisme, tantôt l’application nulle.

Considérons l’espace E = R2, muni de sa structure euclidienne cano-
nique, et les deux endomorphismes f et g représentés respectivement dans la
base canonique par les matrices

I2 et R(π/2) =

(
0 −1
1 0

)
.

Il est clair que l’espace V = Vect(f, g) est un sous-espace vectoriel.
Si le couple (α,β) est égal au couple (0, 0), alors α·f+β·g est évidemment

le vecteur nul de V .
Sinon, le réel

r =
√

α2 + β2

est strictement positif et comme(α
r

)2

+
(β
r

)2

= 1,

il existe un réel θ tel que

cos θ =
α

r
, sin θ =

β

r
.

On en déduit alors que la matrice relative à la base canonique de α · f + β · g
est égale à

r

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Cette matrice est inversible, donc α · f+ β · g ∈ GL(E).
On a ainsi démontré qu’il existait un espace E et un sous-espace V de

L(E) tels que
1 < dimV = dimE.

✍ Le sous-espace V , engendré par l’identité et un quart de tour, est le sous-espace
des similitudes directes du plan. La factorisation de la matrice décrit une simili-
tude directe comme la composée d’une homothétie de rapport r ⩾ 0 et d’une rotation
d’angle θ.

On doit y voir une interprétation géométrique du corps C.
— En tant qu’espace vectoriel sur le corps R, l’ensemble C est engendré par 1

et par i.
— Chaque complexe non nul peut se factoriser sous forme polaire.

z0 = |z| · eiθ

— Chaque similitude directe du plan correspond à un nombre complexe non
nul :

∀ z ∈ C, f(z) = z0 · z.

NB : il n’est question ici que des similitudes vectorielles ! Avec les complexes,
les similitudes affines s’expriment

[z 7→ az+ b]

avec a ∈ C∗ (homothétie et rotation) et b ∈ C (translation, qui fait que l’origine n’est
pas un point fixe).


