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MP

Composition de Mathématiques
Le 4 octobre 2023 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

< | — Probléme <&

Soit n > 2, un nombre entier. On note
w = exp(2im/n)

et on considere la matrice
Q= (W) € Mo ().

0<k,l<n

Cette matrice est utilisée dans les calculs de Transformée de
Fourier discrete, raison pour laquelle les indices suivent la
convention habituelle de Python.

1. Quevautw™?
2. Calculer

n—1 n—1
Z w*  puis Z w'P
k=0 =0

en fonction de l'entier p € N.
3.  Calculer la matrice Q2. En déduire la matrice Q*.
4. La matrice Q) est-elle inversible?

R

<& Il — Probléme <

Soient 0 < a < 1etf : [0,1] — R, une fonction continue
telle que

ax

Vxelo 1], f(x) :J
0

f(t) dt.

1. Que vaut f(0)?

2. Démontrer que f est de classe € et exprimer f'(x) en
fonction de f, de a et de x.

3. Démontrer que f est en fait de classe €°.

4. Démontrer qu’il existe un réel xo € [0, 1] tel que

Vte [0)”) f(t) <f(XO)

Vérifier que
f(xo0) < axof(xo).

5. Démontrer que la fonction f est identiquement nulle.

< Il — Probleme <

1. On considere les matrices

—1 2 -4 0 -2 4
A=[1 0 2| e B=[-1 -1 =2
1 -1 3 ~1 1 -4

et le polynome Py = X? — X.

1.a. Les matrices A et B commutent-elles?

1.b. Calculer Po(A). Que peut-on en déduire sur la ma-
trice A?

1.c.  Calculer Py(B) et vérifier que cette matrice est in-
versible.

On considere deux matrices A et B appartenant a M, (C).
On suppose que ces deux matrices commutent et qu'il existe
un polynome Py € C[X] tel que la matrice Po(A) soit la ma-
trice nulle et que la matrice Po(B) soit inversible.

2. On considere une matrice M € M, (C) telle que

AM = MB.
2.a. Démontrer que
VkeN, A*M = MBk.
2.b. Endéduire que MPy(B) = 0, puis que M = 0y,.

3. Démontrer que, pour toute matrice Y € 9, (C), il
existe une, et une seule, matrice M € M, (C) telle que

AM —MB =Y.



MP Composition du 4 octobre 2023

<& IV — Probléeme <

Partie A. Un exemple concret

On considere la matrice

—1
—1
A= )

—1

0
-2
-2

0

N B NN
—_ W =

et on note f, I'endomorphisme de R?* représenté par A dans
la base canonique de R?.

=

Calculer le rang de f.
Calculer une base %7 du sous-espace Ker f.
3. Onadmet que

N

2 4 -4 6
) 0 0 0 0
A= 2 4 a 6

2 4 -4 6

3.a. Donner un vecteur directeur de Im AZ2.
3.b. Déterminer une forme linéaire

e :R*—> R

telle que le sous-espace Ker f2 soit le noyau de ¢.

3.c. En déduire, sans calculer le produit matriciel AZ.A,
que A3 est la matrice nulle.

4. Déterminer un vecteur &4 tel que

R*=Kerf?® R - e4.
5. Déterminer un vecteur €3 tel que
Kerf?=Kerf® R - ¢3.

Partie B. Généralisation

Soit E, un espace vectoriel de dimension n € N* sur le corps
K (avec K =R ou K = C).

On considére un endomorphisme f de E qu’on suppose nil-
potent d’indice 3, c’est-a-dire :

fz 7& WE, f3 = WEg
ot wg est I'endomorphisme identiquement nul de E :
Vx € E,

wE(x) = OE.

On considere enfin un endomorphisme g de € qui commute
af:

fog=gof.

6. Démontrer que le noyau de f n’est pas réduit au vec-
teur nul.
7. Démontrer que

Ker f C Ker f2.

| On notera dorénavant Fy, le noyau de f.

8. Démontrer que le sous-espace F; est stable par f.

9. Démontrer qu’il existe deux sous-espaces vectoriels
F> et F3 tels que

Kerf> =Kerf®F, et E :KeerEBFg.

| On admettra que ni F,, ni F3 n’est réduit au vecteur nul.

Nous allons maintenant étudier les matrices de f et g rela-
tives a une base de E adaptée a la décomposition en somme
directe qui vient d’étre définie.

E=F ook

10.a. Démontrer que le sous-espace F1 @ F; est stable par
I'endomorphisme f.

10.b. Démontrer que

VxeF, f(x)ekF.
En déduire que le sous-espace I, n’est pas stable par f.
10.c. Démontrer que

VxeFs, f(x)eF ®F,.

11. Démontrer que les sous-espaces Fi et F; @ F, sont
stables par 'endomorphisme g.

12. On considere une base % de E adaptée a la décompo-
sition en somme directe

E=F®F ®F;.

12.a. Rappeler comment une telle base est construite.

12.b. Démontrer que les matrices de f et de g relatives
a la base # sont des matrices triangulaires par blocs. Que
dire des blocs diagonaux de la matrice de f?

12.c. Endéduire que

det(f+ g) = detg.

< V — Probleme <&

On rappelle qu'un endomorphisme f d’un espace vectoriel
E normé par ||-|| est continu si, et seulement si, il existe une
constante k > 0 telle que

Vuek, |fw| <kul.
Dans ce cas, la norme subordonnée de f est définie par

Iflll = sup [[f(w)]].

l[ufl=1
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Partie A. Norme d’un projecteur

Dans cette partie, on considere l'espace E = R? muni de la
norme produit :

Vu=(xy) € R? |ul, =max{x|, [yl

et 'endomorphisme p € L(E) représenté par la matrice

=5

dans la base canonique de E. On cherche en particulier a cal-
culer la norme subordonnée de p.

1. Calculer A%. Que peut-on en déduire sur p?
2. Soitu = (x,y) € E. Ce vecteur est représenté dans la
base canonique de R? par la colonne

()

2.a.  Par quelle colonne le vecteur p(u) est-il repré-
senté ? En déduire l'expression de |[p(u)|, en fonction de
xety.

2.b. On suppose que |[u||, = 1. Démontrer que

Pl < 3.
2.c.  Expliciter un vecteur uo tel que
[uolle =1 et [[pluolll = 3-

3. En déduire que 'endomorphisme p est continu et
préciser la valeur de sa norme subordonnée.

Partie B. Un peu de théorie
On considere un espace vectoriel E normé par ||-||. On rap-
pelle que la norme subordonnée |||-||| est une norme sous-

multiplicative sur 'espace L (E) des endomorphismes conti-
nus de E :

Vi,g€Le(B), [lifoglll <IlIfllifliglll.
On considere ici un projecteur continu :
p € Le(E)

et on étudie I'application ¢ définie par :

vV feL(E), (p(f):%-(pof—l—fop).

4. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
5.  Démontrer que le sous-espace L. (E) est stable par ¢
et que

VEeLe(B), eIl <IpllIFl.

6. On considere en particulier fo = Ig.
6.a. Que vaut||[foll|?
6.b. Démontrer que

Il (o)l = lliplITlifolll.

7. Conclure.
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Solution | % Racines de |'unité

1. On reconnait une racine n-iéme de 1'unité :
w™=1.

2. Rappelons que e*® = 1 si, et seulement si, le réel 0 est
un multiple entier de 2.

@ Comme n > 2, le quotient '/, n’est pas un entier, donc
w # 1 et on déduit de la somme géométrique que

(d’apreés la question précédente).
@ Comme n € IN*, on peut effectuer la division eucli-
dienne de p parn:

p=gqn+71 avec qeN et 0<r<mn

On en déduit que

T T

wP = (wM)9.w" =w',

ce qui nous conduit a distinguer deux cas.
- Premier cas : si p est un multiple de nn, alors r = 0 et
wP = 1. Dans ce cas,

n—1

n—1 n—1
Z wkP = Z(wp)k = Z 1% =n.
k=0 k=0

k=0
@ Second cas : si p n'est pas un multiple de n, alors
0 <r<mn,donc0 < 7/n < 1et par conséquent
wP =w" #£1.
On en déduit alors que

n—1 n—1
‘] _ (wr)n
kp _ Tk _ _

) W=D (W= =0

k=0 k=0
puisque (W)™ = (w™)" =1"=1.
3. Reprenons les notations habituelles pour poser le pro-
duit matriciel. Avec

2
Q = (ak,eogk,t<n et Q7 = (bx )ogk,e<n,

on a
n—1 n—1
m(k+¢
bie= ) Qm@me= » wmkHo,
m=0 m=0

Par conséquent, le coefficient by ¢ est égal a n si k + £ est
un multiple de n et a 0 dans tous les autres cas.

Comme 0 < k,£ < 1, on ne distingue que trois cas :
ou bien k = { = 0; ou bien k + { = n; ou bien k + { n’est
pas un multiple de n.

- Pour calculer Q% = (Q?)?, il est plus simple de passer
par un endomorphisme représenté par Q? que de conti-
nuer les calculs matriciels.

Si la matrice Q? représente un endomorphisme f de
R™ dans une base

B = (ex)o<k<n,
alors f(ep) = neg et
Vi<k<n, flex)=nen k.
On en déduit que
(fof)(eo) = f(neo) =nf(eo) =n’eo
et que, pour tout 1 <k <mn,
2

(fof)lex) =nflenk) =n-(Neq_m_x)) =nex.

Tout endomorphisme de E est caractérisé par I'image de la
base %, donc (fof) =n?Ig et

Q*=n? Ih.
4. La propriété précédente peut aussi s’écrire
0.0% =030 =n’l,,
ce qui prouve que la matrice Q) est inversible et que

1
-1 _ 3
Q=500

Solution Il &% Equation fonctionnelle

1. Par hypothese,

2. La fonction f est continue sur l'intervalle R, donc
(Théoreme fondamental de 1’Analyse) elle admet une pri-
mitive F sur R. De plus,

VxeR, f(x)=F(ax)—TF(0).

La fonction

h F
X ax

F(ax) Flax) —F(0) (%)

estde classe ¢! sur R en tant que composée de trois appli-
cations de classe ¢! de R dansRR (une homothétie h, puis
la fonction F et enfin une translation 7).

@ Par définition des primitives, F est dérivable et F’ = f.
D’apres le Théoreme de dérivation des fonctions compo-
sées,

VxeR,

3.  On sait que f est de classe ¢! (au moins).

Supposons qu’il existe un entier n > 1 tel que f soit
de classe €™ sur R. Alors la fonction F est de classe ™!
sur R (en tant que primitive de f) et d’apres (x), la fonction
f est de classe ™" sur R (en tant que composée de trois
fonctions de classe €™+ de R dans R).

f'(x) = aF'(ax) = af(ax).
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On a ainsi démontré par récurrence que la fonction f
était de classe €™ sur R pour tout entier n > 1 et donc de
classe € sur R.

4. La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc
elle atteint un maximum sur ce segment. Il existe donc un
réel xo € [0, 1] tel que

vVte [0)”) f(t) <f(XO)

@ Par hypothese,

axop

f(xo) = J f(t) dt.

0

Or, par définition de xo,

Vte [O) QXO] C [O) ”) f(t) < f(XO)'

L'intégration conserve les inégalités et axo > 0, donc

axop

f(xo) < J f(xo) dt = axof(xo).

0

5. D’apres [1.], f(0) = 0 donc le maximum f(x¢) est po-
sitif.
Comme 0 < xg <let0O<a< 1l,onaaxy < 1et,
d’apres la question précédente,
(1 —axo) f(xo) <O.
——

>0

Par conséquent, f(xp) < 0 et donc
f(Xo) =0

par double encadrement.
@ De méme, la fonction f atteint un minimum sur [0, 1]

et il existe un réel x; € [0, 1] tel que
Vte [O)”) f(t) >f(X1)

Comme plus haut (mais en inversant les inégalités), on a
f(x1) <Oet
f(x1) > axf(xq) ol axy < 1.

On en déduit que f(x1) = 0.
Ainsi, le minimum et le maximum de f sur [0, 1] sont
nuls, ce qui prouve que f est identiquement nulle sur [0, 1].

Solution Il % Equation matricielle

1.a. Les matrices A et B commutent, puisque

2 -4 -8
AB=BA=|-2 0 -4
-2 2 -6

1.b. On constate que AZ = A, donc Py(A) = 03 et la
matrice A représente un projecteur.

1.c.  On commence par calculer
-2 6 —12
B2=13 1 6
3 -3 10

ce qui donne ensuite

-1 4 -8
PoB)=2(2 1 4
2 -2 7

@ Avec les opérations

1 1
3 Cs « z(C3 —8Cy),

Cz% 3

(C2+4Cy),

on trouve que la matrice 3Po(B) est équivalente a la ma-
trice

-1 0 0
2 3 4
2 2 3

Les deux derniéres colonnes ne sont pas proportionnelles
(donc rang supérieur a 2) et la premiére colonne n’est pas
une combinaison linéaire des deux derniéres, donc le rang
de cette matrice est égal a 3.

Deux matrices équivalentes ayant méme rang, on en
déduit que le rang de Po(B) est égal a 3 et donc que la ma-
trice Po(B) est inversible.

2.a. La propriété AKM = MBF est évidente pour k = 0
(puisque A° = B® = I,,) et vraie par hypothése pour k = 1.

H.R. — Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que

A*M = MB¥. On en déduit que

AMTM = A¥.(AM) (associativité)
= A*.(MB) (par hypothese)
=(A*M).B (associativité)
= (MB¥).B (par HR)
= M.BFH!, (associativité)

ce qui prouve par récurrence que
VkeN, A*M = MBk.

2.b. Ecrivons le polynome Py sous forme développée :
d
PQ = Z O(ka.
k=0
Alors

d d
MPo(B) =M > B =Y aMB*
k=0 k=0

il
= Z o AM (d’apres [2.a.])
k=0
d
= (Z ockAk) M =Py(A).M
k=0

et comme Py (A) est la matrice nulle, on en déduit que
M.Po(B) = 0.

a- Par hypothese, la matrice Po(B) est inversible. On en
déduit donc que M est la matrice nulle (en multipliant a
droite par 'inverse de Po(B)).
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3. Pour toute matrice M € M, (C), posons
f(M) = AM — MB € 9, (0).
On définit ainsi une application
f @ My (C) — My (C).

D’apres les regles de calcul matriciel (distributivité a
droite et a gauche), l'application f est linéaire et d’apres
[2.b.], son noyau est réduit a la matrice nulle, donc f est
injective.

Comme f est un endomorphisme de M, (C), espace
vectoriel de dimension finie, le Théoréeme du rang nous
assure que f est en fait un automorphisme de 9, (C) eten
particulier que f est une bijection de Mt,, (C) sur M, (C),
CQFD.

Solution IV % Calcul de déterminant
Partie A. Un exemple concret

1. Les opérations C; « Cy + 2Cq et C4 «— C4 + C;4
montrent que la matrice A est équivalente a la matrice

1.0 0 0
10 -2 2
2 0 -2 2
10 0 0

Il est alors clair que le rang de f est égal a 2.
2. Il est tout aussi clair sur la matrice A que

2Ci+Co=0 et Ci+C3+C4=0.
Par conséquent, les colonnes

2
1
0
0

et

—_—_O —

appartiennent au noyau de A.

D’apres [1.] et le Théoréeme du rang, la dimension du
noyau de A est égale a 2 (différence entre le nombre de
colonnes de A et le rang).

Dans un plan, un couple de vecteurs non proportion-
nels est une base. Par conséquent, la famille

2\ /1
0

1)
1

B = < :
0
est une base de Ker A.
3.a. La matrice A% n’est pas la matrice nulle (donc son
rang est au moins égal a 1) et toutes ses colonnes sont
proportionnelles (donc son rang est inférieur a 1), donc le
sous-espace Im A? est bien une droite.

L'image d"une matrice est engendrée par ses vecteurs
colonnes, donc un vecteur directeur de Im A2 est la co-
lonne

1
0
1
1

3.b. La colonne

pas
Il
- N e xR

appartient au noyau de A? si, et seulement si, A2X est la
colonne nulle. Comme toutes les lignes de A sont propor-
tionnelles, I’équation matricielle

A*X =0
équivaut a I’équation scalaire
x—2y+2z—-3t=0.

Ainsi, le noyau de f? est aussi le noyau de la forme linéaire
¢ définie par
Y (x,u,z,t) € RY,  @(x,y,z,t) =x — 2y + 2z — 3t.

REMARQUE.— D’apres la question précédente et le Théo-
réme du rang, le noyau de 2 est un sous-espace de di-
mension 3, c’est-a-dire un hyperplan de R*. D’apres le
cours, il existe donc une forme linéaire dont le noyau est
égal a Ker f2 (et on en a trouvé une) et toutes les formes
linéaires qui conviennent sont proportionnelles (donc on
les connait toutes).

REMARQUE.— On doit absolument savoir que 1’expres-
sion de toute forme linéaire sur R* est de la forme

ax +by +cz + dt

et ne pas perdre de temps a vérifier qu’une telle expression
définit bien une forme linéaire.
3.c. D’apres [2.] et [3.a.], un vecteur directeur de Im A2
appartient a Ker A.

Par conséquent, pour tout X € M4 1(R),

A3X = A (A?X) =0,
N——
cIm A2

ce qui prouve que A3 = 04.
4. Onadémontré au [3.b.] que Ker f? était un hyperplan
de R*. D’apres le cours, n'importe quel vecteur e4 de R*
n’appartenant pas a ’hyperplan Ker f? dirige un supplé-
mentaire de Ker f2.

11 suffit donc de choisir un vecteur ¢4 dont les coor-
données ne vérifient pas 1’équation cartésienne de Ker f2
trouvée en [3.b.]. Par exemple,

1
0
€4 = 0
0

5. Par [2.], la dimension de Kerf est égale & 2 et par
[3.b.], la dimension de Ker 2 est égale a 3. Par conséquent,
Kerf est un hyperplan de Ker f et, comme plus haut, il
suffit donc de choisir un vecteur de Ker f? qui n’appartient
pas a Ker f pour diriger un supplémentaire de Ker f dans
Ker f2.
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D’apres [3.b.], la colonne

€3 =

N WO o

appartient bien au sous-espace Ker A? mais
2
0
A83 = 211
2

donc ¢3 ¢ Ker A. Ce vecteur ¢3 convient!

REMARQUE.— En concaténant les vecteurs de %, et les
vecteurs €3 et £4, on obtient une base 4 de

]R4:KerfEB]R-53€B]R-54.

La matrice
2 1 01
1 0 0 0
P=1lo 1 3 0
0o -1 2 0

est donc inversible (c’est la matrice de passage de la base
canonique a la base %) et on peut vérifier que

0 0[0] -1
0 02| 1

“Tap
POAP = To=
0 00| 0

La suite du probleme va expliquer pourquoi on trouve
ainsi une matrice triangulaire par blocs avec des blocs dia-
gonaux nuls.

Partie B. Généralisation

6. Par hypothese, f est un endomorphisme de E, espace
vectoriel de dimension finie. Si le noyau de f est réduit au
vecteur nul, alors f est injectif et donc inversible (Théo-
réme du rang).

Dans ce cas, I'endomorphisme 3 est aussi inversible
(en tant que composé d’automorphismes), ce qui est im-
possible puisque f3 est I'endomorphisme nul.

Le noyau de f n’est donc pas réduit au vecteur nul.
7. Soit x € Kerf. On a donc f(x) = Og et comme f est
linéaire,

f2(x) = £(f(x)) = f(0¢) = O,
donc x € Ker 2. Ainsi : Ker f C Ker 2.
8. En tant que sous-espace vectoriel de E, 'ensemble F;
contient le vecteur nul. Pour tout vecteur x € F; = Kerf,
ona
f(X) =0 €k

donc le sous-espace Fy est stable par f.
9. D’apresle Théoreme de la base incomplete, tout sous-
espace d'un espace vectoriel de dimension finie admet (au
moins) un supplémentaire.

Comme E est un espace de dimension finie, le sous-
espace Ker f? est aussi un espace vectoriel de dimension
finie.

On peut donc appliquer le Théoreme de la base in-
complete au sous-espace Ker f de Ker 2 ainsi qu’au sous-
espace Ker f? de E.

10.a. Par construction, F; & F, = Ker f2.

Si x € Ker f2, alors f2(x) = Og et donc

2 (f(x)) = f(f*(x)) = f(Og) = O¢

donc f(x) € Kerf2. Le sous-espace Ker f est donc stable
par f.
10.b. Six € F» C Ker 2, alors

f(f(x)) = f2(x) = O¢

donc f(x) € Kerf = E;. L'image du sous-espace F, par f
est donc contenue dans Fj.
a- Sile sous-espace F, était stable par f, alors

VxeFy f(x)eFNF={0g}

(puisque F; et F, sont en somme directe) et donc x € Ker f.
Par conséquent, tout vecteur de F, appartiendrait
aussi a Fy et donc

FoCcFHNF :{OE}.

L'énoncé ayant admis que F> # {Og}, on en déduit que F,
n’est pas stable par f.
10.c. Pour tout x € F3,

f2(f(x)) = f3(x) = O
puisque f? est I'endomorphisme nul. On en déduit que
f(x) € Kerf> = F; @ Fs.

11. Soit x € F; = Kerf. On a donc f(x) = O et comme f
et g commutent,

f(g(x)) = g(f(x)) = g(0g) = O,

ce qui signifie que g(x) € Kerf = E;. Le sous-espace E;
est donc bien stable par g.

@ Soitx € F; @ F, = Ker f2. Comme f et g commutent,
I'endomorphisme f? commute aussi a g et

2(g(x)) = g(f*(x)) = g(0g) = O,

ce qui signifie que g(x) € Kerf?. Le sous-espace E; @ E;
est aussi stable par g.
12.a. Une base de E adaptée a la décomposition en
somme directe

E=F ook

est obtenue en concaténant une base %4; de F;, une base
A de F, et une base %3 de F3 (dans cet ordre).

12.b. Comme on a choisi une base de E adaptée a une dé-
composition en somme directe de trois sous-espaces vec-
toriels, les matrices de f et de g sont décomposées en neuf
blocs.

@ Par définition, F; est le noyau de f, donc f est identi-
quement nulle sur Fy. La premiere "colonne" de la matrice
est donc composée de trois blocs nuls.

D’apres [10.b.], I'image de F; par f est contenue dans
Fy, c’est-a-dire
f«(F2) C Vect(%).
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D’apres [10.c.], 'image de F3 par f est contenue dans
Fy @ F,, c'est-a-dire

f«(F3) C Vect(%:, %-).

La matrice de f est donc triangulaire supérieure par
blocs et les trois blocs diagonaux sont nuls.

0 Ao As P

0 0 A 7

Matss(f) = \ — 0 0 7
fo(F1) fo(F2) f.(F3)

a D’apres [11.], le sous-espace Fy est stable par g :
g«(F1) C Vect(%)
et 'image de F, par g est contenue dans F1 © F; :
g«(F2) C Vect(#1, %>).

Donc la matrice de g est triangulaire supérieure par blocs.

B; B> B3 P
0 B B 7
Matsy(g) = 5 5 Bj %j

12.c. D’apres[12.b.], la matrice de (f + g) dans la base #
est triangulaire supérieure par blocs.

B, Ay + By | A3+ B3
Matgp(f + 9) = 0 Bs Ag + Bg
0 0 Bo

On sait que le déterminant d’une matrice triangulaire par
blocs est égal au produit des déterminants des blocs dia-
gonaux. Donc

det(f + g) = detB; x detBs x detBo = detg.

Solution V. % Applications linéaires
continues

Partie A.
1. On trouve A? = A, donc I'endomorphisme p repré-
senté par la matrice A est un projecteur.

2.a. D’apres les regles du calcul matriciel,

Norme d’un projecteur

2
mﬂtcan(p(u)) =AU = <—(;X++yy)) '

@ Par conséquent,
[P, = 12x+yl.
2.b. Comme le maximum est un majorant,
X < flull et Tyl < fuf -

D’apres 'inégalité triangulaire et [2.a.],

(Wl oo < 21| + Iyl < 3|1 .-

En particulier, si ||u|| =1, alors

< 3.

P(Wllo
2.c.  Onsait que I'inégalité triangulaire
[2x +yl < 2Ix] + Iyl

devient une égalité si, et seulement si, 2x et y sont de
meéme signe.
Avecup = (1,1), on a bien
ol = max{1, T} =1
et, d’apres [2.a.],
Ip(uo)lloe =12x +yl = 3.

3. D’apres [2.b.], 'endomorphisme p est borné sur la
sphere unité de E, donc lipschitzien (et a fortiori continu)
et admet 3 pour constante de Lipschitz. Par définition de
la norme subordonnée,

llplll = sup [[p(w)]|_, <3.

el =1
@ On a précisé cette majoration au [2.c.] :

3=lpwolf < sup [Pl
=1

(puisque [[uo||, = 1) et donc [|[plll = 3 (par double inéga-
lité).

Partie B.

4. L’ensemble L(E) est stable par combinaison linéaire et
par composition (structure d’algebre associative unitaire),
donc ¢(f) € L(E) pour tout f € L(E).

De plus, quels que soient A € KK, f et g dans L(E),

Un peu de théorie

@(7\1‘+9)=%(p0(7\f+9)+(7\f+9)0p)

= l(}\p of+pog) (linéarité de p)

2
1
+§(7\fop+gop)
=Ao(f) + ¢(9g)

donc ¢ est bien un endomorphisme de L(E).

REMARQUE.— Autrement dit : ¢ € L(L(E)). Eh oui!
5. Soitf € L(E). On sait déja que ¢(f) est un endomor-
phisme de E.

Comme I'endomorphisme f est continu, on sait que

vx el |G| < Il [xl.
Par inégalité triangulaire, pour tout x € E,

loteall < 31l o NG+ 5 (Fop)0]
1

< Z\HPIII |IFC | (continuité de p)
#2011 )| (continuite de )

1 o
< z\HpIII I [l (continuité de f)

1 o
+ ZIIIﬂH plll - 11x]| (continuité de p)
< lplll - T ]l
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Cet encadrement prouve que I'endomorphisme ¢(f) est
continu (lipschitzien en fait) et en particulier que

]| < Niplll- NI
6.a. Pourtoutx € E,
[ Te()|| = Il < 1-x],
donc I'endomorphisme I¢ est bien continu. Par définition,

IMelll = sup || Te(x)||
Ixl|=1

donc [||Ig|l| = 1.
6.b. Pour fy = I, il est clair que

e(fo) =p

et donc que

[l (fo)|| = lliplll = llpIll - ol

puisque [[[folll = 1 d’apres [6.a.].
7. D’apres [5.], 'endomorphisme

@ : Le(E) — Le(E)

est continu et sa norme subordonnée est majorée par |[pl|.
Par [6.b.], la norme subordonnée de ¢ € L.(E), défi-
nie par
sup |[|o(g)][]
[glll=1
est égale a |||p||| (cette borne supérieure est en fait un maxi-
mum, atteint au moins pour g = fo).



